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Почти разнобой по неравенствам
1. (а) Даны положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, для которых выполнено 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1. Найдите

минимальное возможное значение выражения

𝑎
1 + 9𝑏2 +

𝑏
1 + 9𝑐2 +

𝑐
1 + 9𝑎2 .

(б) Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑—положительные числа с суммой 4. Докажите, что

𝑎 + 1
𝑏2 + 1 +

𝑏 + 1
𝑐2 + 1 +

𝑐 + 1
𝑑2 + 1 +

𝑑 + 1
𝑎2 + 1 ⩾ 4.

(в) Даны неотрицательные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, такие что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 4. Докажите, что

1 + 𝑎𝑏
1 + 𝑏2𝑐2 +

1 + 𝑏𝑐
1 + 𝑐2𝑑2 +

1 + 𝑐𝑑
1 + 𝑑2𝑎2 +

1 + 𝑑𝑎
1 + 𝑎2𝑏2 ⩾ 4.

2. (а) Докажите для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, что

(𝑎3 + 2)(𝑏3 + 2)(𝑐3 + 2) ⩾ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3.

(б) Даны положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, причём 𝑎𝑏𝑐 = 1. Докажите, что

𝑎
√7 + 𝑏 + 𝑐

+ 𝑏
√7 + 𝑐 + 𝑎

+ 𝑐
√7 + 𝑎 + 𝑏

⩾ 1.

(в) Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0. Докажите, что для всех натуральных 𝑘 имеет место неравество

𝑎𝑘+1
𝑏𝑘 + 𝑏𝑘+1

𝑐𝑘 + 𝑐𝑘+1
𝑎𝑘 ⩾ 𝑎𝑘

𝑏𝑘−1 +
𝑏𝑘
𝑐𝑘−1 +

𝑐𝑘
𝑎𝑘−1 .

3. (а) Даны неотрицательные вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, такие что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1. Покажите,
что

1 + 12𝑎𝑏𝑐 ⩾ 4(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎).

(б) Пусть 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ (0, 𝜋
2
), причём 2 (tan 𝛼 + tan 𝛽 + tan 𝛾) = 3 tan 𝛼 tan 𝛽 tan 𝛾. Докажите, что

cos2 𝛼 + cos2 𝛽 + cos2 𝛾 ⩾ 1.

(в) Известно, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 1 и 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 9. Докажите, что

√𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ⩽ √𝑎 + √𝑏 + √𝑐.



4. (а) Пусть 𝑎1 ⩾ 𝑎2 ⩾ … ⩾ 𝑎𝑛 ⩾ 0 и 𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛 ∈ [0, 1]. Докажите, что если 𝑘 = ⌊∑𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖⌋ + 1,

то
𝑛
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖 ⩽
𝑘
∑
𝑖=1

𝑎𝑖.

(б) Пусть −1 < 𝑥1 < 𝑥2 < … < 𝑥𝑛 < 1 и 𝑦1 < 𝑦2 < … < 𝑦𝑛, причём 𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛 = 𝑥131 +
+𝑥132 +…+ 𝑥13𝑛 . Докажите, что

𝑥131 𝑦1 + 𝑥132 𝑦2 +…+ 𝑥13𝑛 𝑦𝑛 < 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 +…+ 𝑥𝑛𝑦𝑛.

(в) Положительные вещественные числа 𝑥1, 𝑥2,…, 𝑥𝑛 таковы, что

𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑘 ⩾ √𝑘 для 𝑘 = 1, 2,… , 𝑛.

Докажите неравенство

𝑥21 + 𝑥22 +…+ 𝑥2𝑛 ⩾
1
4 (1 +

1
2 +

1
3 +… + 1

𝑛) .


