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Геометрический разнобой
1. . Докажите, что еслив выпукломпятиугольнике𝐴𝐵𝐶𝐷имеютместо равенства∠𝐴𝐵𝐶 =

∠𝐴𝐷𝐸 и ∠𝐴𝐸𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐵, то ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐴𝐸.

2. Дан вписанный четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Точки 𝑃 и 𝑄 выбираются на его сторонах
𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 так, что окружность (𝐴𝑃𝐷) касается отрезка 𝐵𝐶, а окружность (𝐵𝑄𝐶)— от-
резка 𝐴𝐷. Докажите, что прямая 𝑃𝑄 образует равные углы с прямыми 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶.

3. На сторонах𝐴𝐵 и𝐵𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 выбраны точки𝑀 и𝑁 соответственно таким
образом, что𝑀𝑁 ∥ 𝐴𝐶. Точки𝑀′ и𝑁′ симметричны точкам𝑀 и𝑁 относительно 𝐵𝐶
и 𝐴𝐵 соответственно. Прямые𝑀′𝐴 и 𝐵𝐶 в точке 𝑋 , а прямые 𝑁′𝐶 и 𝐴𝐵 пересекаются
в точке 𝑌 . Докажите, что точки 𝐴,𝐶, 𝑋, 𝑌 лежат на одной окружности.

4. Окружности 𝑆1 и 𝑆2 пересекаются в точках 𝑃 и𝑄. На 𝑆1 выбраны отдельные точки𝐴1
и 𝐵1 (не 𝑃 и не𝑄). Прямые 𝐴1𝑃 и 𝐵1𝑃 повторно пересекают 𝑆2 в 𝐴2 и 𝐵2 соответствен-
но, а прямые𝐴1𝐵1 и𝐴2𝐵2 пересекаются в точке𝐶. Докажите, что при изменении𝐴1 и
𝐵1 центры описанных треугольников 𝐴1𝐴2𝐶 лежат на фиксированной окружности.

5. Для точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 пространства выполнены равенства

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐶𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐴 = ∠𝐷𝐴𝐵 = 90∘,

Докажите, что 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 лежат в одной плоскости.

6. Четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐵 ≠ 𝐶𝐷) вписан в окружность. Четырехугольники 𝐴𝐾𝐷𝐿
и 𝐶𝑀𝐵𝑁 являются ромбами с равными сторонами. Докажите, что 𝐾𝐿𝑀𝑁 вписан в
окружность.

7. Настороне𝐴𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 выбрана точка𝑋 так, что радиусывписанныхокруж-
ностей треугольников 𝐴𝐵𝑋 и 𝐵𝑋𝐶 равны. Докажите, что

𝐵𝑋2 = 𝑆𝐴𝐵𝐶 ⋅ ctg (
∠𝐵
2 )

8. Пусть𝐸—проекция вершины𝐶 прямоугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 на диагональ𝐵𝐷. Докажите,
что общие внешние касательные к окружностям𝐴𝐸𝐵 и𝐴𝐸𝐷 пересекаются на окруж-
ности 𝐴𝐸𝐶.

9. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷— тетраэдр, 𝐼—центр его вписанной сферы, а прямая 𝐼𝐷 перпендику-
лярна 𝐴𝐷. Найдите угол между плоскостями 𝐷𝐼𝐵 и 𝐷𝐼𝐶.


