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Сумма по Минковскому
Определение. Пусть 𝐴, 𝐵 ⊂ ℝ2 — подмножества координатной плоскости. Их суммой по Мин-
ковскому называется множество

𝐴 + 𝐵 = {𝑎 + 𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} ⊂ ℝ2.

1. Найдите сумму по Минковскому

(а) множества 𝐴 и точки;

(б) двух параллельных отрезков с длинами ℓ1 и ℓ2;

(в) двух непараллельных отрезков с длинами ℓ1 и ℓ2, угол между которыми равен 𝛼;

(г) трёх попарно непараллельных отрезков;

(д) двух кругов радиусов 𝑟1 и 𝑟2;

(е) двух окружностей радиусов 𝑟 и 𝑅 (𝑟 < 𝑅);

(ж) круга и треугольника.

2. Даны круг 𝛬 радиуса 𝜀 и многоугольник 𝛤 периметра 𝑃 и площади 𝑆. Найдите площадь и
периметр фигуры 𝛬 + 𝛤 .

3. На плоскости даны два выпуклых многоугольника 𝐴 и 𝐵. Расставим стрелки на сторонах
обоих многоугольников по направлению против часовой стрелки и обозначим получен-
ные векторы ⃗𝑎1,… , ⃗𝑎𝑛 и ⃗𝑏1,… , ⃗𝑏𝑛, причём ⃗𝑎𝑖 и ⃗𝑏𝑖 сонаправлены (если сторона, соответству-
ющая некоторому направлению, есть только в одном многоугольнике, то считаем второй
вектор равным нулю). Обозначим также ⃗𝑐1 = ⃗𝑎1 + ⃗𝑏1,… , ⃗𝑐𝑛 = ⃗𝑎𝑛 + ⃗𝑏𝑛.

(а) Докажите, что существует такой выпуклый многоугольник 𝐶, при обходе сторон кото-
рого по часовой стрелки получается набор из векторов ⃗𝑐1,… , ⃗𝑐𝑛.

(б) Докажите, что 𝐶 = 𝐴 + 𝐵.

(в) Докажите, что периметр суммы Минковского двух выпуклых многоугольников равен
сумме периметров этих многоугольников.

4. Выпуклый многоугольник периметра 𝑃 разрезали прямолинейным разрезом длины ℓ на
две части. Обозначим через 𝐴 множество середин отрезков с концами в разных частях.
Найдите периметр 𝐴.

Определение. Пусть 𝐴 ⊂ ℝ2 — подмножество координатной плоскости. Cимметризацией по
Минковскому множества 𝐴 называется множество

𝐴sym = 𝐴 + (−𝐴)
2 = {𝑎 − 𝑎′

2 ∶ 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴}.

5. Проекция выпуклой фигуры 𝐴 на любую прямую имеет длину 1. Докажите, что 𝐴sym —это
круг диаметра 1.

6. Дан выпуклый многоугольник диаметра 1. Докажите, что его периметр не превосходит 𝜋.



7. На плоскости дан выпуклый 𝑛-угольник со сторонами 𝑎1,… , 𝑎𝑛. Обозначим 𝑑1,… , 𝑑𝑛 дли-
ны проекций этого многоугольника на прямые, содержащие соответствующую сторону.
Докажите, что

2 ⩽ 𝑎1
𝑑1

+ 𝑎2
𝑑2

+…+ 𝑎𝑛
𝑑𝑛

⩽ 4.


