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Геометрия
1. На прямой 𝐵𝐶 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 за точками 𝐵 и 𝐶 взяли точки 𝑃 и

𝑄 соответственно так, что 𝐴𝐵 = 𝐵𝑃, 𝐴𝐶 = 𝐶𝑄. Вневписанная окружность треугольника
𝐴𝐵𝐶 , соответствующая вершине 𝐴, имеет центр 𝐽 и касается прямых 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 в точках 𝐷, 𝐸
соответственно. Прямые 𝐷𝑃 и 𝑄𝐸 пересекаются в точке 𝐹. Докажите, что ∠𝐴𝐹𝐽 = 90∘.

2. Биссектриса угла 𝐴 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 повторно пересекает его опи-
санную окружность в точке 𝐷. Окружность с центром в точке 𝐷 и радиусом 𝐷𝐶 повторно
пересекает 𝐴𝐶 в точке 𝐵′. Прямая 𝐵𝐵′ пересекает описанную окружность в токе 𝐸. Докажи-
те, что 𝐵′ является ортоцентром треугольника 𝐴𝐸𝐷.

3. Окружность с центром в точке 𝑂 касается основания 𝐵𝐶 равнобедренного треугольника
𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐵 и проходит через точку 𝐴. На прямой 𝐴𝐵 отмечена точка 𝐷 так, что ∠𝐴𝐶𝐷 =
90∘. Докажите, что отрезок 𝑂𝐷 виден из середины отрезка 𝐵𝐶 под прямым углом.

4. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены высоты 𝐴𝐻𝑎 и 𝐵𝐻𝑏. Прямая 𝐻𝑎𝐻𝑏 пересе-
кает описанную окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 в точках 𝑃 и𝑄. Точка𝐴′ симметрична точке
𝐴 относительно 𝐵𝐶, точка 𝐵′ симметрична точке 𝐵 относительно 𝐴𝐶. Докажите, что точки
𝐴′, 𝐵′, 𝑃 и 𝑄 лежат на одной окружности.

5. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝑌 и 𝑍. Окружность 𝜔 касается 𝜔1 и 𝜔2 внеш-
ним образом в точках 𝐴 и 𝐵 соответственно. Докажите, что биссектрисы углов 𝑍𝐴𝑌 и 𝑌𝐵𝑍
пересекаются на прямой 𝑌𝑍.

6. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 отметили ортоцентр 𝐻 и центр описанной окружности 𝑂. Середин-
ный перпендикуляр к 𝐶𝐻 пересекает стороны 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно.
Прямые𝑋𝑂 и 𝑌𝑂 пересекают отрезок𝐴𝐵 в точках 𝑃 и𝑄. Оказалось, что 𝑌𝑄+𝑋𝑃 = 𝐴𝐵+𝑋𝑌 .
Найдите угол ∠𝐶𝐻𝑂.

7. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 провели высоты 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 и отметили ортоцентр
𝐻. Точки𝑀 и 𝑆 являются серединами отрезков 𝐵𝐶 и 𝐴𝐻 соответственно. Точка 𝐺 является
пересечением прямых 𝐵1𝐶1 и 𝐴𝐻, а 𝑁 — пересечением медианы 𝐴𝑀 и описанной окруж-
ности треугольника 𝐵𝐶𝐻. Докажите, что ∠𝐻𝑀𝐴 = ∠𝐺𝑁𝑆.

8. Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 имеет центр 𝐼 и касается сторон треугольника в
точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1. Через точку 𝐼 провели прямую ℓ. Точки 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ симметричны 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1
относительно ℓ. Докажите, что 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ пересекаются в одной точке.


