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Функциональные уравнения
1. Найдите все функции 𝑓 ∶ ℝ → ℝ, такие что для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ выполнено

(а) 𝑓(𝑥 − 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) − 2𝑥𝑦;

(б) 𝑓(𝑥 + 𝑓(𝑦)) = 𝑥 + 𝑦;

(в) 𝑥𝑓(𝑦) + 𝑦𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑦)𝑓(𝑥)𝑓(𝑦).

2. (а) Найдите все функции 𝑓 ∶ ℝ → ℝ, такие что для всех 𝑥 ∈ ℝ выполнено

2𝑓(𝑥) + 𝑓(1 − 𝑥) = 𝑥2.

(б) Найдите все функции 𝑓 ∶ ℝ → ℝ, такие что для всех 𝑥 ∈ ℝ ⧵ {1} выполнено

𝑓(𝑥) + 𝑓 ( 1
1 − 𝑥) = 𝑥.

3. Найдите все функции 𝑓 ∶ ℝ → ℝ, такие что для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ выполнено

(а) 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + 𝑓(𝑦)) = 2𝑥 + 𝑦;

(б) 𝑓(𝑥𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) = 𝑓(𝑥)2 + 𝑦.

4. Найдите все функции 𝑓 ∶ ℝ → ℝ, такие что для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ выполнено

𝑓(𝑓(𝑥) + 𝑦) = 𝑓(𝑥2 − 𝑦) + 4𝑓(𝑥)𝑦.

5. (а) Найдите все функции 𝑓 ∶ ℤ → ℤ, удовлетворяющие равенству 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)
для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ.

(б) Найдите все функции 𝑓 ∶ ℚ → ℚ, удовлетворяющие равенству 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)
для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ;

(в) Найдите все функции 𝑓 ∶ ℝ → ℝ⩾, удовлетворяющие равенству 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)
для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ;

6. Найдите все функции 𝑓 ∶ ℝ → ℝ⩾, такие что для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ выполнено

(а) 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 2𝑥𝑦;

(б) 𝑓(𝑥2 + 𝑦2) = 𝑓(𝑥2 − 𝑦2) + 𝑓(2𝑥𝑦).

7. Найдите все функции 𝑓 ∶ ℤ⩾ → ℤ⩾, такие что

𝑓(𝑚 + 𝑓(𝑛)) = 𝑓(𝑓(𝑚)) + 𝑓(𝑛) для всех𝑚, 𝑛 ∈ ℤ⩾.

8. Найдите все функции 𝑓 ∶ ℕ → ℕ, такие что 𝑓(𝑓(𝑛)) + 𝑓(𝑛 + 1) = 𝑛 + 2 для любого 𝑛 ∈ ℕ.


