
Кружок в “Хамовниках”. 2023-2024 учебный год. 10 класс.

Очный отбор
1. Существует ли такой квадратный трехчлен f(x) = x2 + px + q с целыми коэффициентами, что

f(f(
p

2023)) = 0?

Ответ: Не существует.

Решение:

Предположим, что такой многочлен существует. Тогда f(
p

2023) — его корень.

Пусть a = f(
p

2023); b таково, что
f(x)

x� a
= x� b:

Тогда по теореме Виета
p = �a� b; q = ab:

По определению a
2023 +

p
2023p + q = a;

следовательно число c = a� p
p

2023 — целое.

Имеем:

b = �a� p = �c� p� p
p

2023 )
ab = �c2 � p22023� 2pc

p
2023� pc� p2

p
2023 = q 2 Z )

2pc + p2 = p(2c + p) = 0:

Последнее равенство возможно либо если p = 0, либо если 2c + p = 0. Разберем два случая.

I случай. p = 0. Тогда q 6 0 (иначе у f(x) нет корней) и

f(x) = (x +
p
�q)(x�

p
�q):

Так как f(
p

2023) = 2023 + q = �
p
�q, то r =

p
�q 2 Z. Получаем

r2 � r � 2023 = 0;

но ни у одного из этих уравнений нет целых корней, так как дискриминант D = (�1)2 + 8092,
и 892 = 7921 < 8093 < 8100 = 902.

II случай. 2c + p = 0. Тогда

a = c� 2c
p

2023; b = c + 2c
p

2023 )
q = ab = c2(1� 8092):

Тогда

f(
p

2023) = 2023� 2c
p

2023� 8091c2 = a = c� 2c
p

2023 ) 8091c2 + c� 2023 = 0:

Но у этого уравнения нет целых корней, так как дискриминант D = 1 + 8091 � 8092, и
80912 < D = 1 + 8091 � 8092 < 80922.

Мы показали, что оба случая невозможны. Следовательно, такого многочлена f не существует.

2. На факультете лингвистики учатся 40 девушек и 10 юношей. Каждый юноша влюблен либо в
точности во всех тех девушек, которые симпатичнее его, либо в точности во всех тех девушек,
которые умнее его. Докажите, что у каких-то двух девушек множества поклонников совпадают.
(Про каждых двух студентов можно сказать, кто из них умнее. Если студент A умнее
студента B и студент B умнее студента C, то верно, что A умнее C. Такие же свойства
выполнены для симпатичности.)


