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Изогонали и изогональное сопряжение
Определение. Прямые, проходящие через вершину угла называются изогоналями относи-
тельно этого угла, если они симметричны относительно его биссектрисы.

Определение. Точки 𝑃 и𝑄 называются изогонально сопряжёнными относительно треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶, если лучи 𝐴𝑃 и 𝐴𝑄, 𝐵𝑃 и 𝐵𝑄, 𝐶𝑃 и 𝐶𝑄 являются изогоналями относительно соот-
ветствующих углов.

1. (а) Внутри угла 𝐵𝐴𝐶 лежит точка 𝑃. Точки 𝑃𝑏 и 𝑃𝑐 симметричны точке 𝑃 относительно
𝐴𝐵 и𝐴𝐶 соответственно. Докажите, что серединный перпендикуляр к 𝑃𝑏𝑃𝑐 является изо-
гональю для прямой 𝐴𝑃 относительно угла 𝐵𝐴𝐶.
(б) Точка 𝑃 лежит на описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что изого-
наль для 𝑃𝐴 относительно угла𝐴 и изогональ для 𝑃𝐵 относительно угла 𝐵 параллельны.
(в) Докажите, что для точки 𝑃, не лежащей на описанной окружности треугольника
𝐴𝐵𝐶, существует изогонально сопряжённая точка.

2. (а) Докажите, что точка пересечения высот и центр описанной окружности треуголь-
ника изогонально сопряжены.
(б) Какие точки изогонально сопряжены сами себе?
(в) Касательные к описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐵 и 𝐶 пересека-
ются в точке 𝑃. Точка𝑄 симметрична точке 𝐴 относительно середины отрезка 𝐵𝐶. Дока-
жите, что точки 𝑃 и 𝑄 изогонально сопряжены.

3. (а) Точки 𝑃 и 𝑄 изогонально сопряжены относительно треугольника 𝐴𝐵𝐶. Опустим из
них перпендикуляры на прямые 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐵𝐶. Докажите, что 6 полученных точек лежат
на одной окружности.
(б) Про выпуклый четырехугольник𝐴𝐵𝐶𝐷 известно, что∠𝐴 = ∠𝐶 ≠ 90∘. Докажите, что
основания перпендикуляров, опущенных из точки 𝐷 на прямые 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, и середина
отрезка 𝐴𝐶 лежат на одной окружности.

4. Про параллелограмм𝐴𝐵𝐶𝐷 известно, что∠𝐷𝐴𝐶 = 90∘. Пусть𝐻—основание перпенди-
куляра, опущенного из 𝐴 на 𝐷𝐶, 𝑃—такая точка на прямой 𝐴𝐶, что прямая 𝑃𝐷 касается
описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐷. Докажите, что ∠𝑃𝐵𝐴 = ∠𝐷𝐵𝐻.

5. Теорема Паскаля. На окружности расположены точки 𝐴, 𝐶, 𝐸, 𝐵, 𝐹, 𝐷 в указанном по-
рядке. Отрезки 𝐴𝐵 и 𝐷𝐸 пересекаются в точке 𝑋 , отрезки 𝐴𝐹 и 𝐶𝐷— в точке 𝑌 , отрезки
𝐵𝐶 и 𝐸𝐹 — в точке 𝑍. Докажите, что точки 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 лежат на одной прямой.

6. Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴1, точка 𝐼 —
центр этой окружности. Прямая, проходящая через точку 𝐴1 перпендикулярно 𝐴𝐴1, пе-
ресекает прямые 𝐵𝐼 и 𝐶𝐼 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно. Докажите, что 𝐴𝑋 = 𝐴𝑌 .


