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Поворотная гомотетия
1. Прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑃.

(а) Докажите, что вторая точка пересечения описанных окружностей треугольников
𝑃𝐴𝐶 и 𝑃𝐵𝐷 является центром поворотной гомотетии, переводящей 𝐴 в 𝐶, а 𝐵 в 𝐷.
(б) Докажите, что существует единственная поворотная гомотетия, переводящая 𝐴 в 𝐶,
а 𝐵 в 𝐷.

2. (а) По двум прямым, пересекающимся в точке 𝑃, с постоянными (но, возможно, неоди-
наковыми) скоростями движутся тараканы𝐴и𝐵. Докажите, что описанные окружности
треугольников 𝑃𝐴𝐵 проходят через фиксированную точку, отличную от 𝑃.
(б) Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶, тараканы стартуют из точек 𝐵 и 𝐶 и движутся с одинаковы-
ми скоростями по прямым 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 соответственно. Чем будет фиксированная точка из
предыдущего пункта? Рассмотрите два случая направления движения тараканов.

3. (а) Докажите, что центр поворотной гомотетии, переводящей 𝐴 в 𝐶, а 𝐵 в 𝐷 совпадает
с центром поворотной гомотетии, переводящей 𝐴 в 𝐵, а 𝐷 в 𝐶.
(б) Выведите из этого существование точки Микеля (четыре прямые общего положе-
ния в пересечении образуют четыре треугольника; описанные окружности этих тре-
угольников пересекаются в одной точке).

4. Две окружности 𝜔1 и 𝜔2 с центрами 𝑂1 и 𝑂2 пересекаются в точках 𝑃 и 𝑄. Через точку 𝑄
проведена прямая, вторично пересекающая 𝜔1 в точке 𝐴, а 𝜔2 — в точке 𝐵.
(а) Докажите, что существует единственная поворотная гомотетия, переводящая 𝜔1 в
𝜔2, а точку 𝐴 в точку 𝐵, причем её центр находится в точке 𝑃.
(б) Докажите, что ГМТ середин отрезков 𝐴𝐵 — это окружность. Какая точка является
центром этой окружности?
(в) Докажите, что существует точка, которая в каждыймомент времени удалена на оди-
наковые расстояния от точек 𝐴 и 𝐵.

5. Имеется два правильных пятиугольника с одной общей вершиной. Вершины каждо-
го пятиугольника нумеруются по часовой стрелке цифрами от 1 до 5, причём в общей
вершине ставится цифра 1. Вершины с одинаковыми номерами соединены прямыми.
Докажите, что полученные четыре прямые пересекаются в одной точке.

6. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶 и окружность с центром 𝑂, проходящая через вершины 𝐴 и 𝐶 и
повторно пересекающая отрезки 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 в различных точках 𝐾 и 𝑁 соответственно.
Окружности, описанные около треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐾𝐵𝑁, имеют ровно две общие точ-
ки 𝐵 и𝑀. Докажите, что угол 𝑂𝑀𝐵—прямой.

7. Дан остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐶 < 𝐵𝐶. Окружность проходит через
точки 𝐴 и 𝐵 и пересекает отрезки 𝐶𝐴 и 𝐶𝐵 повторно в точках 𝐴1 и 𝐵1 соответственно.
Описанные окружности треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶 пересекаются повторно в точке 𝑃.
Отрезки 𝐴𝐵1 и 𝐵𝐴1 пересекаются в точке 𝑆. Точки 𝑄 и 𝑅 симметричны 𝑆 относительно
прямых 𝐶𝐴 и 𝐶𝐵. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝐶 лежат на одной окружности.


