
Îêðóæíîñòè-1. Ñ÷åò äóã.

Îïðåäåëåíèå. Íà îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì O îòìå÷åíû òî÷êè A,B,C. Ïóñòü BC � ¾ìåíüøàÿ¿ (ò. å. íå ñîäåð-
æàùàÿ A) äóãà BC îêðóæíîñòè ω. Ìåðîé äóãè BC íàçîâ¼ì âåëè÷èíó öåíòðàëüíîãî óãëà BOC (ìîæåò áûòü áîëüøå
180o); óãîë BAC íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì óãëîì, îïèðàþùèìñÿ íà äóãó BC.

Òåîðåìà. Ìåðà âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü óãëà ðàâíà ïîëîâèíå ìåðû äóãè, íà êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ.

Òåîðåìà. ×åòûðåõóãîëüíèê âïèñàí â îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãîë
ðàâíà 180o.

1. Ïóñòü M è N � ñåðåäèíû ¾ìåíüøåé¿ è ¾áîëüøåé¿ äóã BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
a) AM � áèññåêòðèñà óãëà BAC;
á) AN � áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà BAC.

2. Íåâåðîÿòíî ïîëåçíàÿ çàäà÷à.
a) Õîðäû AC è BD îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ASB ðàâåí ïîëóñóììå ¾ìåíüøèõ¿
äóã AB è CD.
á) Â ýòîé æå êàðòèíêå ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî óãîë APD ðàâåí ïîëóðàçíîñòè
¾ìåíüøèõ¿ äóã AD è BC.

3. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü è åãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Èçâåñòíî, ÷òî ∠ABC =
70o,
∠AKD = 100o, ∠BAD = 98o. Íàéäèòå ∠BDA.

4. à)×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü, K � ñåðåäèíà ¾ìåíüøåé¿ äóãè AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷åê C è D.
Ïóñòü P è Q � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð õîðä CK è AB, DK è AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê
CPQD � âïèñàííûé.
á) Íà îêðóæíîñòü â óêàçàííîì ïîðÿäêå îòìå÷åíû òî÷êè A,B,C,D. Ïóñòü K,L,M,N � ñåðåäèíû ¾ìåíüøèõ¿ (ò. å.
íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ îòìå÷åííûõ òî÷åê) äóã AB,BC,CD,DA ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî KM ⊥ LN .

5. Íà îêðóæíîñòè âçÿòû òî÷êè A,C1, B,A1, C,B1 â óêàçàííîì ïîðÿäêå.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC, òî îíè ÿâëÿ-
þòñÿ âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà A1B1C1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà ABC, òî îíè ÿâëÿþòñÿ áèññåê-
òðèñàìè óãëîâ òðåóãîëüíèêà A1B1C1.

6. Âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà P , ÷òî ∠BPC = ∠BAC + 60o,
∠CPA = ∠CBA + 60o,∠APB = ∠ACB + 60o. Ëó÷è AP,BP,CP ïðîäëèëè äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà.

7. Ïóñòü D � îòðàæåíèå âåðøèíû A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòíîñèòåëüíî BC. Îòðåçêè BD,CD ïåðåñå-
êàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî AD � áèññåêòðèñà óãëà PAQ.

8. Â îêðóæíîñòü âïèñàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ëó÷è BC è AD � â òî÷êå
Q. Áèññåêòðèñà óãëà APD ïåðåñåêàåò îòðåçêè AD è BC â òî÷êàõ K èM ; áèññåêòðèñà óãëà AQB ïåðåñåêàåò îòðåçêè
AB è CD â òî÷êàõ L è N . Äîêàæèòå, ÷òî KLMN � ðîìá.

9. Äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è N . Îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â M ïåðåñåêàåò ω1 â òî÷êàõ A è
C, ω2 � â òî÷êàõ B è D. Èçâåñòíî, ÷òî N ëåæèò âíå ω. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ANB = ∠DNC.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Äâå åãî ñìåæíûå ñòîðîíû ðàâíû. Äîêàæèòå,
÷òî îäíà èç åãî äèàãîíàëåé ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

2. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà êàòåòå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà êàê íà äèàìåòðå, äåëèò ãèïîòåíóçó ïîïîëàì.
Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà.
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