
Ñîîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíûìè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà

ìàëî èçìåíÿåòñÿ è çíà÷åíèå ôóíêöèè (ò.å. ãðàôèê ìîæíî ïðîâåñòè ¾íå îòðûâàÿ ðóêè¿). Ýëåìåíòàðíûå

ôóíêöèè, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ áàçîâîãî êóðñà ìàòåìàòèêè îñíîâíîé øêîëû, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè

íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (Ìíîãî÷ëåíû, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ëîãàðèôìû).

Òåîðåìà. (Î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè) Åñëè íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ S(t) òàêîâà, ÷òî S(t1) =
A,S(t2) = B, òî íà ïðîìåæóòêå îò t1 äî t2 îíà ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ îò A äî B.

0. Öèðêîâàÿ ëîøàäü ïî êîìàíäå äðåññèðîâùèêà ïëàâíî íà÷èíàåò áåã ïî îêðóæíîñòè àðåíû â òî÷êå A è,

ïðîáåæàâ êðóã, ïëàâíî îñòàíàâëèâàåòñÿ â òîé æå òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè àðåíû, êîòîðûå ëîøàäü ïðîõîäèò ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ.

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàçðûâíîé ôóíêöèè.

2. Äâà àâòîìîáèëÿ âûåõàëè èç ïóíêòîâ A è B, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 100 êì, íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó

ïî îäíîìó è òîìó æå øîññå. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîìîáèëÿìè ïðèíèìàåò ëþáîå çíà÷åíèå

îò 0 äî 100 êì (â êàêèå-òî ìîìåíòû âðåìåíè).

3. (Çàäà÷à î áóääèéñêîì ìîíàõå.) Ìîíàõ ïîäíèìàëñÿ íà ñâÿùåííóþ ãîðó. Îí íà÷àë âîñõîæäåíèå â 6 ÷àñîâ

óòðà è äîñòèã âåðøèíû â 6 ÷àñîâ âå÷åðà. Íà âåðøèíå îí çàíî÷åâàë, à íà ñëåäóþùèé äåíü â 6 óòðà íà÷àë

ñïóñêàòüñÿ ïî ïóòè ïîäú¼ìà, è äîñòèã ïîäíîæèÿ ãîðû â 6 ÷àñîâ âå÷åðà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ

òî÷êà íà åãî ìàðøðóòå, â êîòîðîé ìîíàõ ñìîæåò ïîìîëèòüñÿ íà ïóòè òóäà è îáðàòíî â îäíî è òî æå âðåìÿ.

4. à) Èç ãîðîäà A â ãîðîä B âåäóò äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äîðîãè. Èçâåñòíî, ÷òî äâà ýêèïàæà, âûåõàâøèå ïî

äâóì ðàçíûì äîðîãàì èç A â B è ñâÿçàííûå âåð¼âêîé íåêîòîðîé äëèíû, ìåíüøåé ÷åì 2R, ñìîãëè äîåõàòü
îò A äî B, íå ïîðâàâ âåðåâêè. Ñìîãóò ëè ðàçìèíóòüñÿ, íå çàäåâ äðóã äðóãà, äâà êðóãëûõ âîçà ðàäèóñà R,
öåíòðû êîòîðûõ äâèæóòñÿ ïî ýòèì äîðîãàì íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó?

á) Â ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ êâàäðàòíîãî ïðóäà ñî ñòîðîíîé 100 ìåòðîâ ñèäåëè äâà ãóñÿ. Ïîïëàâàâ ïî

ïðóäó, îíè îêàçàëèñü â äâóõ äðóãèõ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ. Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè

ðàññòîÿíèå ìåæäó êîí÷èêàìè èõ êëþâîâ áûëî ðàâíî 110 ìåòðîâ.

5. à) Ïóñòü α- êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 + px+ q, à β - êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 − px− q. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó α è

β åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 − 2px− 2q.
á) Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (x− a)(x− b) + (x− b)(x− c) + (x− c)(x− a) = 0 èìååò õîòÿ áû

îäèí êîðåíü.

6. Ïóñòü a, b, c òàêîâû, ÷òî c(a+ b+ c) < 0. Äîêàæèòå, ÷òî b2 − 4ac > 0.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà R è óðàâíåíèå f(x) = x íå èìååò êîðíåé, òî óðàâíåíèå

f(f(x)) = x òàêæå íå èìååò êîðíåé.

9. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] è å¼ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðèíàäëåæèò ýòîìó æå îòðåçêó. Äî-

êàæèòå, ÷òî íà ýòîì îòðåçêå óðàâíåíèå f(x) = x èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

10. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå P (P (x)) = 0 èìååò íå ìåíüøå

ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ÷åì óðàâíåíèå P (x) = 0.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî ax2 + x− b > 0, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ab < −0, 25, b < 9a+ 3.

2. Äàíû óðàâíåíèÿ ax2+bx+c = 0 (1) è −ax2+bx+c = 0 (2), ãäå a 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x1 6= 0 � êîðåíü

óðàâíåíèÿ (1), à x2 6= 0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ (2), òî íàéä¼òñÿ òàêîé êîðåíü x3 óðàâíåíèÿ
a

2
x2+ bx+ c = 0,

êîòîðûé ëåæèò ìåæäó x1 è x2.
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