
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà è òåîðåìà Ýéëåðà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà (îáîçíà÷àåòñÿ ϕ(n)) � ýòî êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1 äî n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Èíûìè
ñëîâàìè, ýòî êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë â îòðåçêå [1; n], íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ ñ n ðàâåí åäèíèöå.

Ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ðàçáîð 1-3.

1. p- ïðîñòîå ÷èñëî. ×åìó ðàâíî ϕ(p)? À ϕ(pa)?

2. Â òàáëèöó a× b âûïèñàíû âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷èñëà ïîäðÿä íà÷èíàÿ ñ 1, ïðè÷åì (a, b) = 1.
à) Ñêîëüêî â òàáëèöå ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ b?
á) Ñêîëüêî â êàæäîì ñòîëáöå ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ a?
â) Èñïîëüçóÿ òàáëèöó äîêàæèòå, ÷òî ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

3. Êàê âû÷èñëèòü ϕ(n) äëÿ n = pα1
1 · . . . · pαk

k ?

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n > 2, òî ÷èñëî âñåõ ïðàâèëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì n� ÷åòíî.
á) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ïðàâèëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì n.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ
à) ϕ(x) = 2;
á) ϕ(x) = 8;
â) ϕ(x) = 12;
ã) ϕ(x) = 14.

Òåîðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü m > 1 è (a,m) = 1. Òîãäà èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

1. Äîêàæèòå, ÷òî 56
7 − 1 äåëèòñÿ íà 2016.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ñòåïåíü òðîéêè, çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íà 0001?

3. Äîêàæèòå, ÷òî (n84 − n4) äåëèòñÿ íà 20400 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

4. Ïóñòü a > 1, (a, b) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî 1 + a+ a2 + a3 + . . .+ an äåëèòñÿ íà b.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n ÷èñëî 2n! − 1 äåëèòñÿ íà n.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì ÷åòíîì n ÷èñëî 2n! − 1 äåëèòñÿ íà n2 − 1.

6. Äàíî ÷èñëî 22013 . Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðèïèñàòü ê íåìó ñëåâà íåñêîëüêî öèôð òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ñòåïåíü
äâîéêè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî 22
...22 − 22

...22

(â ïåðâîì ñëàãàåìîì n äâîåê, âî âòîðîì � n− 1) äåëèòñÿ íà âñå ÷èñëà îò 1 äî n.

8. *Ðàäèêàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N (îáîçíà÷àåòñÿ rad(N)) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
N , âçÿòûõ ïî îäíîìó ðàçó. Íàïðèìåð, rad(120) = 2 · 3 · 5 = 30. Ñóùåñòâóåò ëè òðîéêà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë A,B,C òàêèõ, ÷òî A+B = C è C > 1000× rad(ABC)?
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