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Линейное движение
Предположим, что для каждого числа 𝑡 ∈ ℝ задано положение точки 𝐴𝑡 (либо прямой ℓ𝑡) на
плоскости.

Будем говорить, что точка 𝐴𝑡 движется линейно, если ее координаты являются линейными
функциями от 𝑡.

Также будем говорить, что прямая ℓ(𝑡) движется линейно, если она задается уравнением 𝑦 =
𝑘 ⋅ 𝑥 + 𝑏(𝑡), где 𝑏(𝑡)— линейная функция (или же уравнением 𝑥 = 𝑏(𝑡)).

1. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается его сторон 𝐴𝐵,𝐴𝐶 в точках 𝐶1, 𝐵1 соот-
ветственно. На отрезках 𝐵𝐶1, 𝐴𝐵1 отмечены точки 𝑃 и𝑄 соответственно так, что 𝑃𝐶1 = 𝑄𝐵1.
Докажите, что середина отрезка 𝑃𝑄 лежит на прямой 𝐵1𝐶1.

2. Высоты 𝐵𝐵1 и𝐶𝐶1 остроугольного треугольника𝐴𝐵𝐶 пересекаются точке𝐻. Прямая ℓ, пер-
пендикулярная стороне𝐵𝐶, пересекает отрезок𝐵𝐶 в точке 𝑆 ипересекает отрезки𝐵𝐵1 и𝐶𝐶1
в точках 𝐷 и 𝐸. Докажите, что ортоцентр треугольника 𝐷𝐸𝐻 лежит на прямой 𝐴𝑆.

3. Точка 𝑂—центр описанной окружности остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶. Прямая, пер-
пендикулярная стороне 𝐵𝐶, пересекает отрезок 𝐴𝐵 и прямую 𝐴𝐶 в точках 𝑈 и 𝑉 соответ-
ственно. Докажите, что точки 𝐴,𝑂 и середины отрезков 𝐵𝑈 и 𝐶𝑉 лежат на одной окружно-
сти.

4. (Теорема Монжа) Докажите, что четыре перпендикуляра, опущенных из середин сторон
вписанного четырёхугольниканапротивоположные стороны, пересекаются в одной точке.

5. На стороне 𝐵𝐶 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 (∠𝐴 < 90∘) отмечена точка 𝑇 так, что треугольник
𝐴𝑇𝐷— остроугольный. Пусть 𝑂1, 𝑂2 и 𝑂3 —центры описанных окружностей треугольни-
ков 𝐴𝐵𝑇,𝐷𝐴𝑇 и 𝐶𝐷𝑇 соответственно. Докажите, что точка пересечения высот треугольни-
ка 𝑂1𝑂2𝑂3 лежит на прямой 𝐴𝐷.

6. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 углы при вершинах 𝐴 и 𝐶 равны. На сторонах 𝐴𝐵
и 𝐵𝐶 нашлись соответственно точки 𝑀 и 𝑁 такие, что 𝑀𝑁‖𝐴𝐷 и 𝑀𝑁 = 2𝐴𝐷. Пусть 𝐾 —
середина отрезка 𝑀𝑁, а точка 𝐻 — ортоцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что прямые
𝐾𝐻 и 𝐶𝐷 перпендикулярны.

7. (а) (Прямая Гаусса) На плоскости проведено четыре прямые общего положения. Дока-
жите, что середины трёх отрезков, соединяющих точку пересечения двух прямых с точкой
пересечения двух оставшихся (и так для трёх разбиений прямых на пары), лежат на одной
прямой.

(б) (ПрямаяОбера)Докажите, что ортоцентрычетырёх треугольников, образованных че-
тырьмя прямыми общего положения, лежат на одной прямой, перпендикулярной прямой
Гаусса этих четырёх прямых.

8. На высотах остроугольного треугольника𝐴𝐵𝐶 из вершин𝐴, 𝐵,𝐶 отметили точки𝐴1, 𝐵1, 𝐶−
1 соответственно, а𝐻—ортоцентр. Докажите, что𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 и𝐻 лежатна однойокружности
тогда и только тогда сумма площадей треугольников 𝐴1𝐵𝐶, 𝐴𝐵1𝐶 и 𝐴𝐵𝐶1 равна площади
треугольника 𝐴𝐵𝐶.


