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Геометрический разнобой
1. 𝐼 – инцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶. Перпендикуляр к 𝐴𝐼 в точке 𝐼 пересекает стороны

𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 в точках 𝐵′ и 𝐶′ соответственно. Точки 𝐵1 и 𝐶1 лежат на лучах 𝐵𝐶 и 𝐶𝐵 со-
ответственно таким образом, что 𝐴𝐵 = 𝐵𝐵1 и 𝐴𝐶 = 𝐶𝐶1. Докажите, что если 𝑇 –
вторая точка пересечения окружностей 𝐴𝐵1𝐶′ и 𝐴𝐶1𝐵′, то центр описанной окруж-
ности треугольника 𝐴𝑇𝐼 лежит на прямой 𝐵𝐶.

2. Четырехугольник𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность с центром𝑂. Его диагонали пересека-
ются в точке𝐾. Окружность с центромна отрезке𝑂𝐾 пересекает сторону𝐴𝐵 в точках
𝐴1, 𝐵1, а сторону 𝐶𝐷 – в точках 𝐶1, 𝐷1. Докажите, что если точки 𝐴1, 𝐾, 𝐶1 лежат на
одной прямой и 𝐴1𝐾 ≠ 𝐾𝐶1, то точки 𝐵1, 𝐾, 𝐷1 также лежат на одной прямой.

3. Диагонали вписанного четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑀. Окруж-
ность 𝜔 касается отрезка𝑀𝐴 в точке 𝑃, отрезка𝑀𝐷 – в точке 𝑄 и окружности 𝐴𝐵𝐶𝐷
в точке 𝑋 . Докажите, что 𝑋 лежит на радикальной оси окружностей (𝐴𝐶𝑄) и (𝐵𝐷𝑃).

4. Пусть 𝐼 и𝐻 – центр вписанной окружности и ортоцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶. Точка 𝑃
на 𝐵𝐶 такова, что 𝑃𝐼 ⟂ 𝐴𝐼,𝑀 – середина𝐴𝑃. Окружность с диаметром 𝐼𝑀 пересекает
вписанную в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность в точках 𝑈 и 𝑉 . Докажите, что точки 𝑈 ,
𝑉 и 𝐻 лежат на одной прямой.

5. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝑋 и 𝑌 , лежат внутри окружности𝛺 и ка-
саются ее в точках 𝐴 и 𝐵. Прямая 𝐴𝐵 повторно пересекает окружности 𝜔1 и 𝜔2 в точ-
ках 𝐶 и 𝐷 соответственно. Вписанная в криволинейный треугольник 𝐶𝐷𝑋 окруж-
ность касается стороны 𝐶𝐷 в точке 𝑍. Докажите, что 𝑋𝑍 – биссектриса угла 𝐴𝑋𝐵.

6. Окружности 𝛤1 и 𝛤2 пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵. Прямая, проходящая через 𝐴, пе-
ерсекает 𝛤1 и 𝛤2 в точках 𝐶 и 𝐷 соответственно. Обозначим за 𝑃 точку пересечения
касательных к 𝛤1 в 𝐴 и 𝐶, а 𝑄 – точку пересечения касательных к 𝛤2 в 𝐴 и 𝐷. Окруж-
ности (𝐵𝐶𝑃) и (𝐵𝐷𝑄) вторично пересекаются в точке 𝑋 , а прямые 𝐴𝐵 и 𝑃𝑄 пересека-
ются в точке 𝑌 . Докажите, что 𝐶, 𝐷, 𝑋 и 𝑌 лежат на одной окружности.

7. Точка 𝐴′ диаметрально противоположна вершине 𝐴 на описанной окружности тре-
угольника𝐴𝐵𝐶. На стороне 𝐵𝐶 во внешнюю сторону построен равносторонний тре-
угольник 𝐵𝐶𝐷. Перпенликуляр к 𝐴′𝐷, восстановленный в точке 𝐴′, пересекает пря-
мые 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 в точках 𝐸 и 𝐹. На отрезке 𝐸𝐹 построен равнобедренный треугольник
𝐸𝑇𝐹 с ∠𝐸𝑇𝐹 = 120∘ (точки 𝐴 и 𝑇 по разные стороны от 𝐸𝐹). Докажите, что 𝐴𝑇 про-
ходит через центр окружности девяти точек треугольника 𝐴𝐵𝐶.

8. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 дана точка 𝑃. Предположим, что 𝐿,𝑀, 𝑁 – середины сто-
рон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 соответственно и 𝑃𝐿 : 𝑃𝑀 : 𝑃𝑁 = 𝐵𝐶 : 𝐶𝐴 : 𝐴𝐵. Продолжения 𝐴𝑃,
𝐵𝑃 и 𝐶𝑃 пересекают описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐷, 𝐸 и 𝐹 со-
ответственно. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников 𝐴𝑃𝐹,
𝐴𝑃𝐸, 𝐵𝑃𝐹, 𝐵𝑃𝐷, 𝐶𝑃𝐷, 𝐶𝑃𝐸 лежат на одной окружности.


