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Инверсия
а вот что произошло дальше,
мы с вами сейчас и узнаем

Пескарь Иванович

Еще Пескарь Иванович настаивает на том, что задачи нужно сдавать с помощью инвер-
сии и никак иначе!!!

1. Опишите образ инверсии в следующих случаях:
(a) Прямая касается окружности. Инверсия с произвольным положительным ра-
диусом в точке касания. (b) Две окружности касаются. Инверсия с произвольным
положительным радиусом в точке касания. (c) Две параллельные прямые. Инвер-
сия с произвольным положительным радиусом в произвольной точке.

2. (a) Инверсия с центром в точке 𝑂 и радиусом 𝑅 > 0 переводит точки 𝐴 и 𝐵 в точки
𝐴′ и 𝐵′. Докажите, что 𝐴′𝐵′ = 𝑅2

𝑂𝐴⋅𝑂𝐵
𝐴𝐵.

(b) НеравенствоПтолемея.Докажите, что дляпроизвольнойчетверки точек𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷
на плоскости выполнено неравенство 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 ⩽ 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 +𝐴𝐷 ⋅ 𝐵𝐶. В каких случаях
достигается равенство?

3. Две окружности пересекаются в точках 𝑋 и 𝑌 . К ним проведены общие внешние
касательные 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷. Докажите, что описанные окружности треугольников 𝑋𝐴𝐵 и
𝑋𝐶𝐷 касаются.

4. Точки𝑀,𝑁—середины сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 соответственно. Окруж-
ности 𝐴𝑀𝐶 и 𝐴𝑁𝐵 пересекаются в точках 𝐴 и 𝑃, а прямая 𝐴𝑃 пересекает описанную
окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝑄. Найти 𝐴𝑃 ∶ 𝐴𝑄.

5. (a) Лемма Архимеда. Окружность 𝜔 касается изнутри окружности 𝛺 в точке 𝑆, а
также хорды 𝐴𝐵 этой окружности в точке 𝑁. Докажите, что 𝑆𝑁 — биссектриса угла
𝐴𝑆𝐵.
(b) В сегмент окружности𝜔 вписываются всевозможные пары касающихся окруж-
ностей.Докажите, что общиекасательные, проведенныеко всемтакимпарамокруж-
ностей через точку их касания, проходят через середину противоположного сегмен-
та окружности 𝜔.

6. На плоскости проведена прямая 𝑙 и отмечена точка 𝐴. На прямой 𝑙 выбраны точки
𝑋, 𝑌, 𝑍. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников 𝐴𝑋𝑌 , 𝐴𝑋𝑍 и
𝐴𝑌𝑍 лежат на одной окружности с точкой 𝐴.

7. Докажите, что в неравнобедренном треугольнике одна из окружностей, касающих-
ся вписанной и описанной окружностей внутренним образом, а одной из вневпи-
санных внешним образом, проходит через вершину треугольника.


