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Стереометрический разнобой
1. В тетраэдре провели четыре отрезка, соединяющие вершины с центрами вписан-

ных окружностей противоположных граней. Докажите, что если два таких отрезка
пересекаются, то два других тоже.

2. Высота четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 проходит через точку пересечения диа-
гоналей её основания𝐴𝐵𝐶𝐷. Из вершин основания опущены перпендикуляры𝐴𝐴1,
𝐵𝐵1,𝐶𝐶1,𝐷𝐷1 на прямые 𝑆𝐶, 𝑆𝐷, 𝑆𝐴 и 𝑆𝐵 соответственно. Оказалось, что точки 𝑆,𝐴1,
𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 различны и лежат на одной сфере. Докажите, что прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1,
𝐷𝐷1 проходят через одну точку.

3. Окружность с центром 𝐼, вписанная в грань 𝐴𝐵𝐶 треугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶, ка-
сается отрезков 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 в точках 𝐷, 𝐸, 𝐹 соответственно. На отрезках 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶
отмечены соответственно точки 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ так, что 𝐴𝐴′ = 𝐴𝐷, 𝐵𝐵′ = 𝐵𝐸, 𝐶𝐶′ = 𝐶𝐹;
𝑆′ — точка на описанной сфере пирамиды, диаметрально противоположная точке
𝑆. Известно, что 𝑆𝐼 является высотой пирамиды. Докажите, что точка 𝑆′ равноуда-
лена от точек 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′.

4. Сфера 𝜔 проходит через вершину 𝑆 неправильной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 и пересекает
рёбра 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 вторично в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. Окружность пере-
сечения сферы 𝜔 с описанной сферой 𝛺 пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 лежит в плоскости, па-
раллельной плоскости (𝐴𝐵𝐶). Точки 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2 симметричны точкам 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1
относительно середин рёбер 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 соответственно. Докажите, что точки 𝐴, 𝐵,
𝐶, 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2 лежат на одной сфере.

5. На боковых рёбрах 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 правильной треугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 взяты
соответственно точки 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 так, что плоскости 𝐴1𝐵1𝐶1 и 𝐴𝐵𝐶 параллельны.
Пусть𝑂—центр сферы, проходящей через точки 𝑆,𝐴, 𝐵 и 𝐶1. Докажите, что прямая
𝑆𝑂 перпендикулярна плоскости 𝐴1𝐵1𝐶.

6. В пространстве даны прямая 𝑙 и точка 𝐴, не лежащая не ней. 𝑋𝑌 — общий перпен-
дикуляр к прямой 𝑙 и произвольной прямой 𝐴𝑌 (𝑋 лежит на 𝑙). Найдите ГМТ 𝑌 по
всем возможным прямым, проходящим через 𝐴.

7. Доказать, что всякаяплоскость, проходящаячерез серединыдвухпротивоположных
рёбер тетраэдра, делит его объём пополам.

8. Дана пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷, в основании которой лежит выпуклый четырёхугольник
𝐴𝐵𝐶𝐷. В пирамиду вписана сфера, касающаяся грани 𝐴𝐵𝐶𝐷 в точке 𝑃. Докажите,
что ∠𝐴𝑃𝐵 + ∠𝐶𝑃𝐷 = 180∘.


