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Многочлены Чебышева
Многочлены Чебышёва первого рода определяются реккурентно:

𝑇0(𝑥) = 1, 𝑇1(𝑥) = 𝑥, 𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛−1(𝑥)

Многочлены Чебышёва второго рода определяются реккурентно:

𝑈0(𝑥) = 1, 𝑈1(𝑥) = 2𝑥, 𝑈𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑈𝑛(𝑥) − 𝑈𝑛−1(𝑥)

1. Докажите 𝑇𝑛(cos𝜑) = cos(𝑛𝜑) и 𝑈𝑛−1(cos𝜑) =
sin(𝑛𝜑)
sin(𝜑)

.

2. Докажите тождества

(а) 𝑇𝑛(𝑥) + √𝑥2 − 1𝑈𝑛−1(𝑥) = (𝑥 + √𝑥2 − 1)𝑛

(б) 𝑇𝑛𝑚(𝑥) = 𝑇𝑛(𝑇𝑚(𝑥)) = 𝑇𝑚(𝑇𝑛(𝑥))

(в) 𝑇𝑛(𝑥)2 − (𝑥2 − 1)𝑈𝑛−1(𝑥)2 = 1

(г) 𝑇𝑛+1(𝑥) = 𝑥𝑈𝑛(𝑥) − 𝑈𝑛−1(𝑥)

3. Рассмотрим выражение 𝑅𝑛(𝑥) = 𝑥 − 1
𝑥− 1

𝑥− 1
…− 1

𝑥− 2
𝑥

. Докажите, что

𝑅𝑛(𝑥) =
1
2
𝑇𝑛(𝑥)
𝑇𝑛−1(𝑥)

Рассмотрим приведенный многочлен 𝑃𝑛(𝑥) =
𝑇𝑛(𝑥)
2𝑛−1

.

4. (а) Докажите, что max
|𝑥|<1

|𝑃𝑛(𝑥)| =
1

2𝑛−1 .

(б) Рассмотримприведенныймногочлен𝑄(𝑥) степени𝑛. Докажите, что еслиmax
|𝑥|<1

|𝑄(𝑥)| ⩽
1

2𝑛−1 , то 𝑄 = 𝑃𝑛.

Таким образом, 𝑃𝑛(𝑥) — приведенный многочлен степени 𝑛, который меньше всего от-
клоняется от нуля на отрезке [−1, 1].

5. Дан приведённый многочлен 𝑃(𝑥) с действительными коэффициентами степени

𝑛 ⩾ 1. Докажите, что существует такая точка 𝑦 ∈ [0, 𝑛], что |𝑃(𝑦)| ⩾
𝑛!
2𝑛.

6. Рассмотрим многочлены 𝑃1(𝑥) = 𝑥2 − 2 и 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑃1(𝑃𝑛−1(𝑥)) для 𝑛 = 2,…. Докажите,
что для всех натуральных 𝑛 корни уравнения 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥 вещественны и различны.



7. Рассмотрим многочлен 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛+𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1+𝑎𝑛−2𝑥𝑛−2+…+𝑎1𝑥1+𝑎0 с натураль-
ными коэффициентами такой, что для каждого 𝑡 ≠ 0 выполнено 𝑇𝑛(𝑡 +

1
𝑡
) = 𝑡𝑛 + 1

𝑡𝑛
.

Докажите, что (𝑎𝑖, 𝑛) > 1 для всех 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1 .

8. Рассмотрим многочлен 𝑃(𝑥) степени 𝑛 такой, что |𝑃(𝑥)| ⩽ 1 для всех −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1.
Докажите, что

|||𝑃 (
1
𝑥) ⋅ 𝑥

𝑛||| ⩽ 2𝑛−1

для всех −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 𝑥 ≠ 0.

9. Рассмотрим 𝑃(𝑥) = 𝑃1(𝑥) = 4𝑥3−3𝑥 и= 𝑃𝑛+1(𝑥) = 𝑃(𝑃𝑛(𝑥)). Пусть 𝑆(𝑛) суть множество
корней уравнения 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥. Докажите, что 𝑆(𝑛) ⊆ 𝑆(2𝑛) и произведение элементов
𝑆(𝑛) совпадает со средним арифметическим значений 𝑆(2𝑛).


