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Хроматический многочлен
Будем обозначать количество правильных раскрасок графа 𝐺 в 𝑡 цветов как 𝜒𝐺(𝑡).

1. Соотношение удаления-стягивания. Докажите, что

𝜒𝐺(𝑡) = 𝜒𝐺′𝑒 (𝑡) − 𝜒𝐺″𝑒 (𝑡),

где 𝐺′
𝑒 — граф с удалённым ребром 𝑒, а 𝐺″

𝑒 — граф со стянутым ребром 𝑒.

2. ТеоремаУитни.Пусть𝐺—граф с 𝑛 вершинами,𝑚 рёбрамии 𝑘 компонентами связ-
ности. Тогда

𝜒𝐺(𝑡) = 𝑡𝑛 − 𝑎1𝑡𝑛−1 + 𝑎2𝑡𝑛−2 −…+ (−1)𝑛−𝑘𝑎𝑛−𝑘𝑡𝑘,

причём 𝑎1,… , 𝑎𝑛−𝑘 —натуральные и 𝑎1 = 𝑚.

3. Известно, что 𝜒𝐺(𝑡) = 𝑥4 − 3𝑥3 + 𝑠𝑥2. Найдите 𝑠.

4. (а) Вычислите 𝜒𝑇 (𝑡), где 𝑇 — дерево на 𝑛 вершинах.
(б) Докажите, что любой граф с таким хроматическиммногочленом является дере-
вом на 𝑛 вершинах.

5. Пусть 𝐷— граф триангуляции 𝑛 угольника. Вычислите 𝜒𝐷(𝑡).

6. (а) Вычислите 𝜒𝐶𝑛 (𝑡), где 𝐶𝑛 —цикл на 𝑛 вершинах.
(б) Докажите, что любой граф с таким хроматическим многочленом является цик-
лом на 𝑛 вершинах.

7. Ориентация рёбер графа 𝐺 называется ациклической, если она не содержит ориен-
тированных циклов. Докажите, что число ациклических ориентаций рёбер графа𝐺
равно |𝜒𝐺(−1)|.

8. Пусть𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩—граф смножеством вершин𝑉 имножеством рёбер𝐸. Для любого
подмножества рёбер 𝑇 ⊂ 𝐸 определим 𝑐(𝑇) как количество компонент связности
графа ⟨𝑉, 𝑇⟩. Тогда

𝜒𝐺(𝑡) = ∑
𝑇⊂𝐸

(−1)|𝑇|𝑥𝑐(𝑇).


