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Геометрический разнобой
1. 𝑆1 и 𝑆2 — окружности, не имеющие общих точек. Общая внешняя касательная ка-

сается окружностей в точках 𝐴 и 𝐵. Окружность 𝑆3 проходит через 𝐴 и 𝐵 и вторично
пересекает 𝑆1 и 𝑆2 в точках 𝐶 и 𝐷. 𝐾—точка пересечения прямых, касающихся 𝑆1 и
𝑆2 в точках 𝐶 и 𝐷. Докажите, что 𝐾𝐶 = 𝐾𝐷.

2. Окружность, проходящая через вершины 𝐴 и 𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶, пересекает его
стороны 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Медиана из вершины 𝐶 делит дугу
𝑃𝑄 этой окружности пополам. Докажите, что 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶.

3. На стороне 𝐵𝐸 треугольника 𝐴𝐵𝐸 выбраны точки 𝐶 и 𝐷 такие, что 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 = 𝐷𝐸.
Точки𝑋 , 𝑌 , 𝑍 и 𝑇—центры описанных окружностей треугольников𝐴𝐵𝐸,𝐴𝐵𝐶,𝐴𝐷𝐸
и 𝐴𝐶𝐷 соответственно. Докажите, что 𝑇—точка пересечения медиан треугольника
𝑋𝑌𝑍.

4. На стороне 𝐵𝐶 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 (∠𝐴 < 90∘) отмечена точка 𝑇 так, что тре-
угольник 𝐴𝑇𝐷—остроугольный. Пусть 𝑂1, 𝑂2 и 𝑂3 —центры описанных окружно-
стей треугольников 𝐴𝐵𝑇, 𝐷𝐴𝑇 и 𝐶𝐷𝑇 соответственно. Докажите, что точка пересе-
чения высот треугольника 𝑂1𝑂2𝑂3 лежит на прямой 𝐴𝐷.

5. Биссектриса угла между диагоналями вписанного четырёхугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 пересе-
кает стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 в точках 𝑋 и 𝑌 соответственно. Известно, что середина сто-
роны 𝐴𝐷 равноудалена от точек 𝑋 и 𝑌 . Докажите, что середина стороны 𝐵𝐶 также
равноудалена от точек 𝑋 и 𝑌 .

6. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 выбраны точки 𝐴1 и 𝐶1 соответствен-
но. Отрезки𝐴𝐶1 и 𝐶𝐴1 пересекаются в точке 𝑃. Описанные окружности треугольни-
ков 𝐴𝐴1𝑃 и 𝐶𝐶1𝑃 вторично пересекаются в точке 𝑄, лежащей внутри треугольника
𝐴𝐶𝐷. Докажите, что ∠𝑃𝐷𝐴 = ∠𝑄𝐵𝐴.

7. Неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность 𝜔. Касательная к этой
окружности в точке𝐶 пересекает прямую𝐴𝐵 в точке𝐷. Пусть 𝐼—центр окружности,
вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶. Прямые 𝐴𝐼 и 𝐵𝐼 пересекают биссектрису угла 𝐶𝐷𝐵 в
точках 𝑄 и 𝑃. Пусть 𝑀 — середина отрезка 𝑃𝑄. Докажите, что прямая 𝑀𝐼 проходит
через середину дуги 𝐴𝐶𝐵 окружности 𝜔.

8. Четырёхугольник𝐴𝐵𝐶𝐷 с попарнонепараллельнымисторонамиописаноколо окруж-
ности с центром 𝑂. Докажите, что точка 𝑂 совпадает с точкой пересечения средних
линий четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 тогда и только тогда, когда 𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐶 = 𝑂𝐵 ⋅ 𝑂𝐷.

9. Дан неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶. Пусть 𝑁 — середина дуги 𝐵𝐴𝐶 его опи-
санной окружности, а 𝑀 — середина стороны 𝐵𝐶. Обозначим через 𝐼1 и 𝐼2 центры
вписанных окружностей треугольников𝐴𝐵𝑀 и𝐴𝐶𝑀 соответственно. Докажите, что
точки 𝐼1, 𝐼2, 𝐴, 𝑁 лежат на одной окружности.


