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Признак Дюма
1. Содержанием 𝑐(𝑓) многочлена 𝑓(𝑥) с целыми коэффициентами называется наибольший об-

щий делитель всех его коэффициентов.
(а) Докажите, что 𝑐(𝑓𝑔) = 𝑐(𝑓)𝑐(𝑔).
(б) ЛеммаГаусса. Докажите, что еслимногочлен с целымикоэффициентами раскладывает-
ся на нетривиальные множители с рациональными коэффициентами, то он раскладывается
на нетривиальные множители и с целыми коэффициентами.

2. Признак Эйзенштейна. Пусть многочлен 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + … + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 имеет
целые коэффициенты и 𝑝— простое число. Докажите, что если коэффициент 𝑎𝑛 не делится
на 𝑝, коэффициенты 𝑎𝑖 делятся на 𝑝 для всех 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1, но при этом коэффициент 𝑎0 не
делится на 𝑝2, то 𝑃(𝑥) неприводим.

Пусть𝑝—фиксированное простое число, 𝑓(𝑥) = ∑𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖𝑝𝛼𝑖𝑥𝑖 , где все 𝑎𝑖 —целые числа, не делящи-

еся на𝑝. Каждому ненулевому коэффициенту 𝑎𝑖𝑝𝛼𝑖 сопоставим точку на плоскости с координатами
(𝑖, 𝛼𝑖). Возьмём выпуклую оболочку данных точек и оставим только «нижнюю» часть многоуголь-
ника от точки (0, 𝛼0) до точки (𝑛, 𝛼𝑛). Полученная ломаная называется диаграмма Ньютона.

Признак Дюма. Пусть 𝑓 = 𝑔ℎ, где 𝑓, 𝑔 и ℎ—многочлены с целыми коэффициентами. Тогда систе-
ма векторов звеньев диаграммы Ньютона многочлена 𝑓 представляет собой объединение звеньев
диаграмм Ньютона многочленов 𝑔 и ℎ. (Простое число 𝑝 для всех многочленов берётся одно и то
же.)

Пусть 𝑓(𝑥) = ∑𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖𝑝𝛼𝑖𝑥𝑖 , 𝑔(𝑥) = ∑𝑚

𝑗=0 𝑏𝑗𝑝
𝛽𝑗𝑥𝑗 и ℎ(𝑥) = ∑𝑛−𝑚

𝑘=0 𝑐𝑘𝑝𝛾𝑘𝑥𝑘 (числа 𝑎𝑖 , 𝑏𝑗 , 𝑐𝑘 не делятся
на 𝑝).

Возьмёмодну сторонудиаграммыНьютонамногочлена𝑓. Обозначимконцыданного отрезка (𝑖1, 𝛼𝑖1 )
и (𝑖2, 𝛼𝑖2 ). Пусть уравнение прямой, на которой лежит эта сторона, выглядит как 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 = 𝐹. Без
ограничения общности 𝐵 > 0; в этом случае 𝐴𝑖 + 𝐵𝛼𝑖 ⩾ 𝐹 для любого 𝑖, а минимальное и макси-
мальное значение 𝑖, где достигается равенство, будут 𝑖1 и 𝑖2 соответственно.

На диаграммах Ньютона многочленов 𝑔 и ℎ рассмотрим стороны стороны, параллельные прямой
𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 = 𝐹. Обозначим концы данных отрезков (𝑗1, 𝛽𝑗1 ), (𝑗2, 𝛽𝑗2 ) и (𝑘1, 𝛾𝑘1 ), (𝑘2, 𝛾𝑘2 ) (возможно,
𝑗1 = 𝑗2 или 𝑘1 = 𝑘2); пусть прямые, на которых эти отрезки лежат, имеют уравнения 𝐴𝑥+ 𝐵𝑦 = 𝐺 и
𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 = 𝐻 соответственно.

3. (а) Докажите, что 𝛼𝑗1+𝑘1 = 𝛽𝑗1 + 𝛾𝑘1 .
(б) Докажите, что 𝐴𝑖 + 𝐵𝛼𝑖 = 𝐹 при 𝑖 = 𝑗1 + 𝑘1.
(в) Докажите, что 𝐴𝑖 + 𝐵𝛼𝑖 > 𝐹 при 𝑖 < 𝑗1 + 𝑘1.
(г) Завершите доказательство признака Дюма.

4. Сформулируйте признак неприводимости полинома и выведите признак Эйзенштейна.

5. Пусть 𝑝— простое число и (10, 𝑝) = 1. Найдите все пары 𝑛 и 𝑝, при которых приводим мно-
гочлен 𝑥𝑛 − 10𝑝𝑥 + 𝑝2.


