
[ЦПМ, кружок по математике, 11 класс]

[2022-2023] группа: 11-1 26 сентября 2022 г.

ТЧ
1. Докажите, что для любого многочлена с целыми коэффициентами 𝑃(𝑥) и любого

натурального 𝑘, существует такое натуральное 𝑛, что 𝑃(1) + 𝑃(2) +…+ 𝑃(𝑛) делится
на 𝑘.

2. При каких 𝑛 существуют натуральные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛, 𝑏 такие, что

𝑎21 + 𝑎22 +…+ 𝑎2𝑛 = 𝑏2.

3. Дано натуральное число 𝑐 и последовательность простых чисел 𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛, … та-
кая, что 𝑝𝑖 + 𝑐 делится на 𝑝𝑖+1. Докажите, что последовательность {𝑝𝑛} ограничена.

4. При каких целых 𝑘 верно утверждение: число (𝑎3+𝑏3+𝑐3−𝑘𝑎𝑏𝑐) делится на 𝑎+𝑏+𝑐
при любых целых 𝑎, 𝑏, 𝑐, сумма которых не равна 0?

5. Даны различные натуральные числа 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛. Положим

𝑏𝑖 = (𝑎𝑖 − 𝑎1)(𝑎𝑖 − 𝑎2)… (𝑎𝑖 − 𝑎𝑖−1)(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1)… (𝑎𝑖 − 𝑎𝑛).

Докажите, что наименьшее общее кратное [𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛] делится на (𝑛 − 1)!

6. Докажите, что для любого натурального 𝑛найдётся натуральное 𝑘 такое, что 51𝑘−17
делится на 2𝑛.

7. Существует ли такая бесконечная возрастающая арифметическаяпрогрессия {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ
из натуральных чисел, что произведение 𝑎𝑛 ⋅…⋅𝑎𝑛+9 делится на сумму 𝑎𝑛+…+𝑎𝑛+9
при любом натуральном 𝑛?

8. Существует ли такая последовательность натуральных чисел {𝑎𝑛}∞𝑛=1, что в ней каж-
дое натуральное число встречается бесконечно много раз, и при этом для всех на-
туральных𝑚 последовательность {𝑎𝑛 mod𝑚}∞𝑛=1 чисто периодична?


