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Признаки описанности
1. (а) Пусть 𝐷— точка касания вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 со сторо-

ной𝐴𝐶. Докажите, что вписанные окружности треугольников𝐴𝐵𝐷 и𝐷𝐵𝐶 касаются.

(б) Пусть 𝐷—точка касания вневписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 со сто-
роной𝐴𝐷. Докажите, что вневписанные окружности треугольников𝐴𝐵𝐷 и𝐷𝐵𝐶, ка-
сающиеся отрезка 𝐴𝐶, касаются.

2. Выпуклый четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 таков, что лучи 𝐴𝐵 и 𝐷𝐶 пересекаются в точке
𝑃, а лучи 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 пересекаются в точке Q. Докажите, что в 𝐴𝐵𝐶𝐷 можно вписать
окружность тогда и только тогда, когда (а) 𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷; (б) 𝑃𝐵 + 𝐵𝑄 =
𝑃𝐷 + 𝐷𝑄; (в) 𝐴𝑃 + 𝐶𝑄 = 𝐴𝑄 + 𝐶𝑃.

3. Две прямые, проходящие через точки пересечения пар противоположных сторон
выпуклого четырёхугольника делят его на четыре меньших четырёхугольника. До-
кажите, что если какие-то два из этих четырёхугольников без общей стороны опи-
санные, то и исходный четырёхугольник описанный.

4. На сторонах𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 и𝐷𝐴 выпуклого четырехугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 выбраны точки𝐸,
𝐹, 𝐺,𝐻 соответственно, 𝑃—точка пересечения отрезков 𝐸𝐺 и 𝐹𝐻. Докажите, что ес-
ли четырехугольники𝐻𝐴𝐸𝑃, 𝐸𝐵𝐹𝑃, 𝐹𝐶𝐺𝑃,𝐺𝐷𝐻𝑃 описанные, то и четырехугольник
𝐴𝐵𝐶𝐷 тоже описанный.

5. Окружности 𝑆1 и 𝑆2, 𝑆2 и 𝑆3, 𝑆3 и 𝑆4, 𝑆4 и 𝑆1 касаются внешним образом. Докажите,
что четыре общие касательные (в точках касания окружностей) либо пересекаются
в одной точке, либо касаются одной окружности.

6. Окружность с центром 𝐼 касается сторон 𝐵𝐶,𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 неравнобедренного треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. В четырёхугольники 𝐴𝐶1𝐼𝐵1 и 𝐶𝐴1𝐼𝐵1
вписаны окружности 𝜔1 и 𝜔2. Докажите, что общая внутренняя касательная к 𝜔1 и
𝜔2, отличная от 𝐼𝐵1, проходит через точку 𝐵.

7. К двум непересекающимся окружностям 𝜔𝐼 и 𝜔𝐽 с центрами 𝐼 и 𝐽 проведены два
отрезка общих внешних касательных.На одномотрезке отмечена точка𝐴, на другом
- точки 𝐵 и 𝐶 так, что 𝐴𝐵 касается 𝜔𝐼 и 𝐴𝐶 касается 𝜔𝐽 . Вневписанная окружность
треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается отрезка 𝐵𝐶 в точке 𝐷. Докажите, что середина отрезка
𝐼𝐽 равноудалена от точек 𝐴 и 𝐷.

8. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐶𝐴 отмечены точки 𝐶1, 𝐴1 и 𝐵1 соответ-
ственно так, что отрезки 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в точке 𝐷. Оказалось, что
𝐴𝐶1𝐷𝐵1 и 𝐶𝐴1𝐷𝐵1 описанные. Докажите, что 𝐷𝐶1𝐵𝐴1 тоже описанный.

9. Пусть𝑀— точка касания окружности, вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶, со стороной
𝐴𝐵, 𝑇—произвольная точка стороны 𝐵𝐶, отличная от вершины. Докажите, что три
окружности, вписанные в треугольники 𝐵𝑀𝑇,𝑀𝑇𝐴, 𝐴𝑇𝐶, касаются одной прямой.


