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Мюрхед и полиномиальные неравенства
Определение. Зафиксируем переменные 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3. Симметрические многочлены («тэш-
ки») 𝑇𝛼,𝛽,𝛾 = ∑𝜎 𝑥𝛼𝜎(1)𝑥

𝛽
𝜎(2)𝑥

𝛾
𝜎(3), где суммирование берется по всевозможным перестанов-

кам 𝜎 трех переменных, а числа 𝛼 ⩾ 𝛽 ⩾ 𝛾—целые неотрицательные. Например,

𝑇3,0,0 = 2(𝑥31 +𝑥32 +𝑥33), 𝑇2,1,0 = 𝑥21𝑥2 +𝑥22𝑥3 +𝑥23𝑥1 +𝑥1𝑥22 +𝑥2𝑥23 +𝑥3𝑥21 , 𝑇1,1,1 = 6𝑥1𝑥2𝑥3.

НеравенствоМюрхеда. Говорят, что набор (𝛼1, 𝛽1, 𝛾1)мажорируетнабор (𝛼2, 𝛽2, 𝛾2), если
выполнены следующие условия:

𝛼1 ⩾ 𝛼2, 𝛼1 + 𝛽1 ⩾ 𝛼2 + 𝛽2, 𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 = 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2.

Если набор (𝛼1, 𝛽1, 𝛾1) мажорирует набор (𝛼2, 𝛽2, 𝛾2), то для неотрицательных значений
переменных справедливо неравенство 𝑇𝛼1,𝛽1,𝛾1 ⩾ 𝑇𝛼2,𝛽2,𝛾2 .

Мысль. При выполнении арифметических операций с симметрическими многочлена-
ми достаточно проследить за судьбой одного слагаемого из каждой тэшки, потому что у
остальных слагаемых судьба аналогична…

Пример 1. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 докажите неравенство∑cyc
𝑎

𝑏 + 𝑐 ⩾
3
2.

Решение.Положим 𝑠 = 𝑎+𝑏+𝑐. Тогда домножим на знаменатель и получим следующее:

∑cyc 𝑎(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) ⩾
3
2(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐). Левая часть равна

𝑠2∑
cyc
𝑎 − 𝑠∑

sym
𝑎𝑏 + 3𝑎𝑏𝑐 = (∑

cyc
𝑎)

3
− (∑

cyc
𝑎)(∑

sym
𝑎𝑏) + 3𝑎𝑏𝑐 =

= (∑
cyc
𝑎3 + 3∑

sym
𝑎2𝑏 + 6𝑎𝑏𝑐) − (2∑

sym
𝑎2𝑏 + 6𝑎𝑏𝑐) + 3𝑎𝑏𝑐 =

1
2𝑇3,0,0 + 2𝑇2,1,0 +

1
2𝑇1,1,1.

Правая часть равна (𝑠−𝑎)(𝑠−𝑏)(𝑠−𝑐) = 𝑠3−𝑠2∑cyc 𝑎+𝑠∑cyc 𝑎𝑏−𝑎𝑏𝑐 = (∑cyc 𝑎)(∑cyc 𝑎𝑏)−

𝑎𝑏𝑐 = ∑sym 𝑎2𝑏 + 2𝑎𝑏𝑐 = 𝑇2,1,0 +
1
3𝑇1,1,1.

В итоге получаем следующее:
1
2𝑇3,0,0+3𝑇2,1,0+

1
2𝑇1,1,1 ⩾

3
2𝑇2,1,0+

1
2𝑇1,1,1, откуда 𝑇3,0,0 ⩾ 𝑇2,1,0

—неравенство Мюрхеда.



1. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство
(𝑥 + 𝑦)(𝑦 + 𝑧)(𝑧 + 𝑥) + 𝑥𝑦𝑧 ⩽ 3(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3).

2. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, удовлетворяющих условию 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, дока-
жите неравенство 1 + 9𝑥𝑦𝑧 ⩾ 4(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥).

3. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, удовлетворяющих условию 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3,
докажите неравенство 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩾ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥.

4. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство

√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2

4 ⩾
3

√
𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏

4 .

5. Для неотрицательных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 имеет место равенство 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎.
Докажите, что 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 1 ⩾ 4𝑎𝑏𝑐.

6. НеравенствоШура (а) Докажите, что 𝑇3,0,0 + 𝑇1,1,1 ⩾ 2𝑇2,1,0.
(б) Докажите, что для любого 𝑛 ⩾ 3 𝑇𝑛,0,0 + 𝑇𝑛−2,1,1 ⩾ 2𝑇𝑛−1,1,0.

7. Для неотрицательных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, удовлетворяющих условию 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, дока-
жите неравенство 0 ⩽ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 − 2𝑥𝑦𝑧 ⩽ 7/27.

8. Дано натуральное число 𝑘. Докажите, что для любых положительных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧,
сумма которых равна 1, выполнено неравенство

𝑥𝑘+2
𝑥𝑘+1 + 𝑦𝑘 + 𝑧𝑘 +

𝑦𝑘+2
𝑦𝑘+1 + 𝑧𝑘 + 𝑥𝑘 +

𝑧𝑘+2
𝑧𝑘+1 + 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 ⩾ 1
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