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Признаки описанности
1. Две прямые, проходящие через точки пересечения пар противоположных сторон

выпуклого четырёхугольника делят его на четыре меньших четырёхугольника. До-
кажите, что если какие-то два из этих четырёхугольников без общей стороны опи-
санные, то и исходный четырёхугольник описанный.

2. На сторонах𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 и𝐷𝐴 выпуклого четырехугольника𝐴𝐵𝐶𝐷 выбраны точки𝐸,
𝐹, 𝐺,𝐻 соответственно, 𝑃—точка пересечения отрезков 𝐸𝐺 и 𝐹𝐻. Докажите, что ес-
ли четырехугольники𝐻𝐴𝐸𝑃, 𝐸𝐵𝐹𝑃, 𝐹𝐶𝐺𝑃,𝐺𝐷𝐻𝑃 описанные, то и четырехугольник
𝐴𝐵𝐶𝐷 тоже описанный.

3. Окружности 𝑆1 и 𝑆2, 𝑆2 и 𝑆3, 𝑆3 и 𝑆4, 𝑆4 и 𝑆1 касаются внешним образом. Докажите,
что четыре общие касательные (в точках касания окружностей) либо пересекаются
в одной точке, либо касаются одной окружности.

4. Окружность с центром 𝐼 касается сторон 𝐵𝐶,𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 неравнобедренного треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐴1, 𝐵1 и 𝐶1 соответственно. В четырёхугольники 𝐴𝐶1𝐼𝐵1 и 𝐶𝐴1𝐼𝐵1
вписаны окружности 𝜔1 и 𝜔2. Докажите, что общая внутренняя касательная к 𝜔1 и
𝜔2, отличная от 𝐼𝐵1, проходит через точку 𝐵.

5. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐶𝐴 отмечены точки 𝐶1, 𝐴1 и 𝐵1 соответ-
ственно так, что отрезки 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в точке 𝐷. Оказалось, что
𝐴𝐶1𝐷𝐵1 и 𝐶𝐴1𝐷𝐵1 описанные. Докажите, что 𝐷𝐶1𝐵𝐴1 тоже описанный.

6. Пусть𝑀— точка касания окружности, вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶, со стороной
𝐴𝐵, 𝑇—произвольная точка стороны 𝐵𝐶, отличная от вершины. Докажите, что три
окружности, вписанные в треугольники 𝐵𝑀𝑇,𝑀𝑇𝐴, 𝐴𝑇𝐶, касаются одной прямой.

7. На стороне𝐴𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝑃 и𝑄. Пусть 𝐾—точка пересече-
ния общих внешних касательных к окружностям, вписанным в треугольники 𝐴𝐵𝑃
и 𝐶𝐵𝑄. Докажите, что точка 𝐾 так же является точкой пересечения общих внешних
касательных для вписанных окружностей треугольников 𝐴𝐵𝑄 и 𝐶𝐵𝑃.

8. Пусть𝐴𝐵𝐶𝐷—вписанный четырёхугольник,𝑂 - точка пересечения диагоналей𝐴𝐶
и 𝐵𝐷. Пусть окружности, описанные около треугольников 𝐴𝐵𝑂 и 𝐶𝑂𝐷, пересека-
ются в точке 𝐾. Точка 𝐿 такова, что треугольник 𝐵𝐿𝐶 подобен треугольнику 𝐴𝐾𝐷.
Докажите, что если четырёхугольник 𝐵𝐿𝐶𝐾 выпуклый, то он он является описан-
ным.

9. Дана трапеция𝐴𝐵𝐶𝐷 сменьшимоснованием𝐵𝐶. Точка𝑋—точка пересеченияпро-
долженийбоковых сторон.Окружность𝜔 вписана в треугольник𝐵𝑋𝐶, а окружность
𝛺, вневписанная в треугольник𝐴𝑋𝐷, касается отрезка𝐴𝐷. Через точки 𝐵 и 𝐶 прове-
ли касательные 𝑏 и 𝑐 к 𝛺, отличные от боковых сторон трапеции, а через точки 𝐴 и
𝐷 провели касательные 𝑎 и 𝑑 к 𝜔, отличные от боковых сторон трапеции. Докажите,
что в пересечении прямых 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 образуется параллелограмм.


