
Ðåãèîíàëüíûé ðàçíîáîé.

1. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü Ã ñ öåíòðîì â òî÷êå Î. Åãî äèàãîíàëè AC è
BD ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðè÷¼ì òî÷êà O ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà
BPC. Íà îòðåçêå BO âûáðàíà òî÷êà H òàê, ÷òî ∠BHP = 90◦. Îêðóæíîñòü ω, îïèñàííàÿ îêîëî
òðåóãîëüíèêà PHD, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îòðåçîê PC â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî AP = CQ.

2. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû 2016 ñôåð, íèêàêèå äâå èç íèõ íå ñîâïàäàþò. Íåêîòîðûå èç ñôåð -
êðàñíîãî öâåòà, à îñòàëüíûå - çåëåíîãî. Êàæäóþ òî÷êó êàñàíèÿ êðàñíîé è çåëåíîé ñôåðû ïîêðà-
ñèëè â ñèíèé öâåò. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñèíèõ òî÷åê.

3. Åñòü ïîëóñôåðè÷åñêàÿ âàçà, çàêðûòàÿ ïëîñêîé êðûøêîé. Â âàçå ëåæàò ÷åòûðå îäèíàêîâûõ àïåëü-
ñèíà, êàñàÿñü âàçû, è îäèí ãðåéïôðóò, êàñàþùèéñÿ âñåõ ÷åòûð¼õ àïåëüñèíîâ. Âåðíî ëè, ÷òî âñå
÷åòûðå òî÷êè êàñàíèÿ ãðåéïôðóòà ñ àïåëüñèíàìè îáÿçàòåëüíî ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè? (Âñå
ôðóêòû ÿâëÿþòñÿ øàðàìè.)

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC íà ãèíîòåíóçó AC îïóùåíà âûñòà BH. Íà ñòîðîíå BC
îòìå÷åíà òî÷êà D, íà îòðåçêå BH-òî÷êà E, à íà îòðåçêå CH òî÷êà F òàê, ÷òî ∠BAD = ∠CAE
è ∠AFE = ∠CFD. Äîêàæèòå, ÷òî ∠AEF = 90◦.

5. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC íàøëèñü ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D è E òàêèå, ÷òî
DB = BC = CE. Îòðåçêè BE è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè,
îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BDP è CEP , ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå îêðóæíîñòè, âïèñàí íîé â
òðåóãîëüíèê ABC.

6. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, M èN � òî÷êè
êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñòîðîí AB è BC ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç òî÷êó I ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ
l ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå AC, è íà íåå îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû AP è CQ. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè
M,N,P è Q ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BL. Íà îòðåçêå CL âûáðàíà òî÷êà M . Êàñàòåëüíàÿ
â òî÷êå B ê îêðóæíîñòè Ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò ëó÷ CA â òî÷êå P .
Êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ B èM ê îêðóæíîñòè Ã, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BLM , ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå PQ è BL ïàðàëëåëüíû.

Òðè ñôåðû ïîïàðíî êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êàõ A,B è C, à òàêæå êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè
α â òî÷êàõ D,E è F. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC,
ìåíüøå, ÷åì ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà DEF.

8. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω è îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè ω. Íà
ñòîðîíàõ AC è AB âûáðàíû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî îòðåçîê PQ ïðîõîäèò ÷åðåç
öåíòð òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòè Γb è Γc ïîñòðîåíû íà îòðåçêàõ BP è CQ êàê íà äèàìåòðàõ.
Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè Γb è Γc ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò íà Ω, à
äðóãàÿ - íà ω.

9. Â òåòðàýäðå ABCD ïðîâåäåíû âûñîòû BE è CF. Ïëîñêîñòü α ïåðïåíäèêóëÿðíà ðåáðó AD è
ïðîõîäèò ÷åðåç åãî ñåðåäèíó. Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè A,C,D è E ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, è
òî÷êè A,B,D è F òàêæå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê E è
F äî ïëîñêîñòè α ðàâíû.
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