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Геометрические свойства коник
Эллипсом с фокусами в точках 𝐹1 и 𝐹2 называется локус точек 𝑋 плоскости, для которых
𝐹1𝑋 + 𝐹2𝑋 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Гиперболой с фокусами в точках 𝐹1 и 𝐹2 называется локус точек 𝑋 плоскости, для которых
|𝐹1𝑋 − 𝐹2𝑋| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Параболой с фокусом в точке 𝐹 и с директрисой ℓ называется локус точек 𝑋 плоскости,
для которых длина отрезка 𝐹𝑋 равна расстоянию от точки 𝑋 до прямой ℓ.

Коника— любая кривая из трёх, перечисленных выше.

0. (Оптическое свойство) Докажите, что касательная к точке 𝐴 эллипса с фокусами
𝐹1 и 𝐹2 служит биссектрисой внешнего угла 𝐹1𝐴𝐹2.

1. Сформулируйте и докажите оптическое свойство (а) гиперболы; (б) параболы.

2. Касательные в точках𝐴и𝐵 эллипса сфокусами𝐹1 и𝐹2 к этому эллипсупересекаются
в точке 𝑃. Докажите, что 𝐹1𝑃— биссектриса угла 𝐴𝐹1𝐵.

3. (Изогональное свойство) Касательные в точках 𝐴 и 𝐵 эллипса с фокусами 𝐹1 и 𝐹2 к
этому эллипсу пересекаются в точке 𝑃. Докажите, что ∠𝐴𝑃𝐹1 = ∠𝐹2𝑃𝐵. Сформули-
руйте изогональное свойство в случае гиперболы и параболы.

4. (а) В выпуклый многоугольник вписан эллипс с фокусами 𝐹1 и 𝐹2. Докажите, что
точки𝐹1 и𝐹2 изогонально сопряженыотносительно этогомногоугольника. (б) Точ-
ки 𝐹1 и 𝐹2 лежат внутри выпуклого многоугольника и изогонально сопряжены от-
носительно него. Докажите, что существует эллипс с фокусами 𝐹1 и 𝐹2, вписанный
в многоугольник.

5. Треугольник 𝐴𝐵𝐶 описан вокруг параболы. (а) Докажите, что фокус параболы ле-
жит на окружности (𝐴𝐵𝐶). (б) Докажите, что ортоцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶 лежит
на директрисе параболы. (в) Известно, что в любые четыре прямые общего поло-
женияможно вписать параболу. Какие утверждения про четыре прямые общего по-
ложения можно получить в качестве следствий пунктов ( а ) и ( б )?

6. Две точки 𝐴 и 𝐵 плоскости движутся с постоянными скоростями по двум пересека-
ющимся прямым, причём в точку пересечения траекторий точки приезжают неод-
новременно. Докажите, что прямая 𝐴𝐵 касается фиксированной параболы.

7. Докажите, что угол между касательными к параболе, проведёнными из точки на
директрисе этой параболы, равен 90∘.

8. Хорда 𝐴𝐵 эллипса с фокусами 𝐹1 и 𝐹2 проходит через 𝐹1, хорда 𝐶𝐷—через 𝐹2. Отрез-
ки 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 пересекаются в точке 𝑌 , прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 — в точке 𝑋 . Докажите, что
∠𝐹1𝑋𝑌 = ∠𝑌𝑋𝐹2.


