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Инверсия + симметрия
Рассмотрим для треугольника 𝐴𝐵𝐶 следующее преобразование 𝜑𝐵 : композицию инверсии с
центром 𝐵 и радиусом√𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶 и симметрию относительно биссектрисы угла 𝐴𝐵𝐶.

1. (а) Докажите, что композиция двух таких преобразований есть тождественное преоб-
разование.
(б) Докажите, что образом центра вписанной окружности при данном преобразовании
является центр вневписанной окружности, касающейся отрезка 𝐴𝐶.
(в) Докажите, что образом центра описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 является
точка, симметричная 𝐵 относительно прямой 𝐴𝐶.

2. Окружность вписана в угол 𝐴𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 и касается его описанной окружно-
сти внутренним образом в точке 𝑃. Обозначим ее точки касания со сторонами 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶
через 𝑋 и 𝑌 ; 𝐼—центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Пусть так же вневпи-
санная в угол 𝐵 окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается стороны 𝐴𝐶 в точке 𝑄.
(а) Докажите, что ∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝑄𝐵𝐶.
(б) Докажите, что 𝐼 лежит на прямой 𝑋𝑌 .

3. Углы 𝐴𝑂𝐵 и 𝐶𝑂𝐷 совмещаются поворотом так, что луч 𝑂𝐴 совмещается с лучом 𝑂𝐶, а
луч 𝑂𝐵— с 𝑂𝐷. В них вписаны окружности, пересекающиеся в точках 𝐸 и 𝐹. Доказать,
что углы 𝐴𝑂𝐸 и 𝐷𝑂𝐹 равны.

4. Пусть𝛺— описанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶. Окружность с центром в точке 𝑂
касается отрезка𝐵𝐶 в точке𝑃 идуги𝐵𝐶 окружности𝛺, не содержащей точку𝐴, в точке𝑄.
Докажите, что, если ∠𝐵𝐴𝑂 = ∠𝐶𝐴𝑂, то ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝐶𝐴𝑄.

5. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐵𝐷 (точка 𝐷 лежит на отрезке 𝐴𝐶 ). Пря-
мая 𝐵𝐷 пересекает окружность 𝛺, описанную около треугольника 𝐴𝐵𝐶 , в точках 𝐵 и 𝐸.
Окружность 𝜔, построенная на отрезке 𝐷𝐸 как на диаметре, пересекает окружность 𝛺
в точках 𝐸 и 𝐹. Докажите, что прямая, симметричная прямой 𝐵𝐹 относительно прямой
𝐵𝐷, содержит медиану треугольника 𝐴𝐵𝐶.

6. Дан треугольник𝐴𝐵𝐶 (𝐵𝐶 < 𝐴𝐶). Биссектриса угла𝐶 пересекает описаннуюокружность
треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝑃 . Пусть 𝑀 — точка пересечения серединного перпендику-
ляра к𝐴𝐶 с внешней биссектрисой угла 𝐵𝐶𝐴. Докажите, что середина отрезка 𝐵𝐶 лежит
на описанной окружности треугольника 𝐶𝑃𝑀.

7. В описанной окружности 𝛺 треугольника 𝐴𝐵𝐶 проведена хорда 𝑋𝑌 параллельная 𝐵𝐶
и располагающаяся между точкой 𝐴 и прямой 𝐵𝐶. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 касаются хорды
𝑋𝑌 , окружности𝛺 и отрезков𝐴𝐵 и𝐴𝐶 соответственно, причем расположены онимежду
прямыми 𝑋𝑌 и 𝐵𝐶. Докажите, что общие внутренние касательные к 𝜔1 и 𝜔2 пересека-
ются на биссектрисе угла 𝐵𝐴𝐶.


