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Еще направленных углов
Обозначим касательную к окружности, восстановленную в точке 𝑋 этой окружности, за
𝑋𝑋 .

Какмыуже знаем, длялюбыхчетырех точекна однойокружностивыполнено, что∡𝐴𝐵𝐶 ≡
∡𝐴𝐷𝐶. В частности, ∡𝐴𝐴𝐶 ≡ ∡𝐴𝐵𝐶 (теорема об угле между хордой и касательной) и
∡𝐴𝐴𝐵 ≡ ∡𝐴𝐵𝐵.

1. Данвыпуклыйчетырехугольник𝐴𝐵𝐶𝐷. (а) Биссектрисывнутренних угловпривер-
шинах𝐴 и 𝐵, 𝐵 и𝐶,𝐶 и𝐷,𝐷 и𝐴 пересекаются в точках𝐾, 𝐿,𝑀,𝑁 соответственно. До-
кажите, что точки 𝐾, 𝐿,𝑀, 𝑁 лежат на одной окружности. (б) Докажите, что утвер-
ждение пункта (a) остается верным, если две или все четыре биссектрисы внутрен-
них углов четырехугольника заменить на биссектрисы внешних.

2. Дан неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶. Точка 𝐷 — основание биссектрисы (а)
внутреннего; (б) внешнего угла при вершине 𝐴. Окружность, проходящая через
точки 𝐴 и 𝐷, касается прямой 𝐵𝐶 и второй раз пересекает прямые 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 в точках
𝑀 и 𝑁 соответственно. Докажите, что𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶.

3. Точки𝑂 и 𝐼—центры соответственно описанной и вписанной окружностей равно-
бедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶(𝐴𝐵 = 𝐵𝐶). Окружности, описанные около треуголь-
ников 𝐴𝐵𝐶 и 𝑂𝐼𝐴, пересекаются в точках 𝐴 и 𝐷. Докажите, что прямая 𝐵𝐷 касается
окружности, описанной около треугольника 𝑂𝐼𝐴.

4. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵. Касательная в точке 𝐴 к окружно-
сти𝜔1 второй пересекает𝜔2 в точке 𝑃; касательная в точке 𝐵 к окружности𝜔2 второй
пересекает 𝜔1 в точке 𝑄. Прямые 𝑃𝐵 и 𝑄𝐴 вторично пересекают окружности 𝜔1 и 𝜔2
в точках 𝑅 и 𝑆 соответственно. Докажите, что 𝑃𝑅𝑄𝑆—параллелограмм.

5. Окружности 𝜔𝐵 , 𝜔𝐶 касаются описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐵,
𝐶 соответственно. Прямые 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 вторично пересекают 𝜔𝐵 , 𝜔𝐶 в точках 𝐷, 𝐸 соот-
ветственно. Докажите, что если прямая 𝐷𝐸 касается 𝜔𝐵 , то она касается 𝜔𝐶 .

6. На окружности с центром 𝑂 выбраны четыре точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пе-
ресекаются в точке 𝑃. Окружности 𝐴𝑃𝐷 и 𝐵𝐶𝑃 повторно пересекаются в точке 𝑄.
Докажите, что четверки точек 𝐴𝑄𝐶𝑂 и 𝐵𝑄𝐷𝑂 вписаны.

7. Даны четыре точки𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 общего положения. Докажите, что окружности Эйлера
треугольников 𝐴𝐵𝐶,𝐴𝐵𝐷,𝐴𝐶𝐷 и 𝐵𝐶𝐷 имеют общую точку.

8. Прямую ℓ отразили от сторон 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 и получили прямые
ℓ𝐶 , ℓ𝐴, ℓ𝐵 , которые образуют треугольник 𝐴′𝐵′𝐶′. Докажите, что центр вписанной
окружности треугольника 𝐴′𝐵′𝐶′ лежит на (𝐴𝐵𝐶).


