
[Кружок в Хамовниках, 9 класс] Лычагина Е. А., Ретинский В. И.

[2021­2022] группа: геом­9 12 октября 2021 г.

Отношение синусов
Леммаоботношениисинусов. Настороне𝐵𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 отмечена точка𝑋 . Тогда
верно соотношение

sin∠𝐵𝐴𝑋
sin∠𝑋𝐴𝐶 = 𝐵𝑋

𝑋𝐶 ∶ 𝐴𝐵
𝐴𝐶 .

1. (Тригонометрическая теорема Чевы) На сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶
отмечены точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1. Докажите, что прямые 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 пересекаются в одной
точке тогда и только тогда, когда

sin∠𝐵𝐴𝐴1
sin∠𝐴1𝐴𝐶

⋅ sin∠𝐶𝐵𝐵1sin∠𝐵1𝐵𝐴
⋅ sin∠𝐴𝐶𝐶1sin∠𝐶1𝐶𝐵

= 1.

2. Выпуклый шестиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 вписан в окружность. Докажите, что его диагона-
ли 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ⋅ 𝐸𝐹 =
𝐵𝐶 ⋅ 𝐷𝐸 ⋅ 𝐹𝐴.

3. В остроугольном неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с центром описанной окруж-
ности 𝑂 проведены высоты 𝐵𝐻𝐵 и 𝐶𝐻𝐶 . Точки 𝑋 и 𝑌 симметричны точкам 𝐻𝐵 и 𝐻𝐶
относительно середин сторон 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Докажите, что прямая 𝐴𝑂 де-
лит отрезок 𝑋𝑌 пополам.

4. На маленькой дуге 𝐴𝐵 описанной окружности квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 взяли произвольную
точку 𝑃. Отметили 𝐶𝑃∩𝐵𝐷 = 𝑅 и𝐷𝑃∩𝐴𝐶 = 𝑆. Докажите, что треугольники𝐴𝑅𝐵 и𝐷𝑆𝑅
имеют равные площади.

5. На сторонах𝐴𝐵,𝐵𝐶 параллелограмма𝐴𝐵𝐶𝐷 отметили такие точки𝑋 и𝑌 , что𝐴𝑋 = 𝐶𝑌 .
Докажите, что точка пересечении 𝐴𝑌 и 𝐶𝑋 лежит на биссектрисе угла 𝐷.

6. Чевианы 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекаются в одной точке. Окружность
𝜔𝐴 касается стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴1 и меньшей дуги 𝐵𝐶 окружности (𝐴𝐵𝐶) в точке 𝐴′.
Аналогично определяются точки 𝐵′ и 𝐶′. Докажите, что прямые 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ пересе-
каются в одной точке.

7. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность с центром 𝐼 касается сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 в
точках𝐴1, 𝐵1,𝐶1 соответственно. Точка 𝑀 —середина 𝐵𝐶. Докажите, что прямые 𝐵1𝐶1,
𝐴𝑀 и 𝐼𝐴1 пересекаются в одной точке.

8. Чевианы𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1,𝐶𝐶1 треугольника𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝑃. Окружности (𝐵𝑃𝐶1)
и (𝐶𝑃𝐵1) пересекаются второй раз в точке 𝑀𝐴. Аналогично определяются точки𝑀𝐵 и
𝑀𝐶 . Докажите, что прямые 𝐴𝑀𝐴, 𝐵𝑀𝐵 и 𝐶𝑀𝐶 пересекаются в одной точке.

9. Противоположные стороны выпуклого шестиугольника параллельны. Докажите, что
отрезки, соединяющие середины его противоположных сторон, пересекаются в одной
точке.


