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Направленные углы
Направленным углом ∡(ℓ1, ℓ2) между прямыми ℓ1 и ℓ2 называют угол, на который надо повернуть
прямую ℓ1 против часовой стрелки, чтобы получить прямую, параллельную ℓ2. Значение направ-
ленного угла определено с точностью до 180∘. Определим∡𝐴𝐵𝐶 как∡(𝐴𝐵, 𝐵𝐶). Основные свойства
направленных углов:

• ∡(ℓ1, ℓ2) ≡ −∡(ℓ2, ℓ1); ∡𝐴𝐵𝐶 ≡ −∡𝐶𝐵𝐴;

• ∡(ℓ1, ℓ2) + ∡(ℓ2, ℓ3) ≡ ∡(ℓ1, ℓ3); ∡𝐴𝑂𝐵 + ∡𝐵𝑂𝐶 = ∡𝐴𝑂𝐶;

• ∡(ℓ1, ℓ2) ≡ 0∘ ⟺ℓ1 ∥ ℓ2; ∡𝐴𝐵𝐶 ≡ 0∘ ⟺𝐴, 𝐵, 𝐶 лежат на одной прямой;

• ∡𝐴𝐵𝐶 ≡ ∡𝐴𝐷𝐶⟺𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 лежат на одной окружности или прямой.

• ∡𝐴𝐵𝐶 = −∡𝐴𝐶𝐵⟺𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 или 𝐴, 𝐵, 𝐶 на одной прямой.

Через (𝑋𝑌𝑍) обозначается описанная окружность треугольника 𝑋𝑌𝑍.

1. Дан треугольник𝐴𝐵𝐶; точки𝐴′,𝐵′,𝐶′ лежат на прямых𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵 соответственно. Докажите,
что окружности (𝐴′𝐵𝐶′), (𝐵′𝐶𝐴′), (𝐶′𝐴𝐵′) имеют общую точку.

2. Две окружности 𝜔1 и 𝜔2 с центрами 𝑂1 и 𝑂2 соответственно пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵.
Окружность (𝑂1𝐴𝑂2) второй раз пересекает 𝜔2 в точке 𝐶. Докажите, что точки 𝑂1, 𝐵, 𝐶 лежат
на одной прямой.

3. На стороне 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝑃 и 𝑄 так, что ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝐶𝐴𝑄. Докажите,
что центры окружностей (𝐴𝐵𝑃), (𝐴𝐵𝑄),(𝐴𝐶𝑃), (𝐴𝐶𝑄) лежат на одной окружности.

4. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝐴1 и 𝐵1, окружности 𝜔2 и 𝜔3 — в точках 𝐴2 и 𝐵2,
окружности 𝜔3 и 𝜔4 —в точках 𝐴3 и 𝐵3, окружности 𝜔4 и 𝜔1 —в точках 𝐴4 и 𝐵4. Докажите, что
если точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 лежат на одной окружности или прямой, то точки 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4 лежат
на одной окружности или прямой.

5. ТочкаМикеля. Четыре прямые общего положения образуют четыре треугольника. Докажи-
те, что описанные окружности этих треугольников имеют общую точку.

6. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 отметили основания высот 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 на сторонах 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 соответ-
ственно. Отметим точку пересечения 𝑃 прямой𝐵1𝐶1 и (𝐴𝐵𝐶). Прямые𝐵𝑃 и𝐴1𝐶1 пересекаются
в точке 𝑄. Докажите, что 𝐴𝑃 = 𝐴𝑄.

7. Треугольник 𝐴𝐵𝐶 (∠𝐶 ≠ 90∘) вписан в окружность с центром 𝑂, на окружности отмечена
точка𝐷. Перпендикуляр, опущенный из𝐷 на 𝐵𝐶, пересекает прямую𝐴𝐶 в точке 𝐸. Докажите,
что центр окружности (𝐴𝐸𝐷) лежит на окружности (𝐴𝑂𝐵).

8. Внутри вписанного четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 нашлась такая точка 𝑋 , что выполнено равен-
ство ∠𝑋𝐴𝐵 = ∠𝑋𝐵𝐶 = ∠𝑋𝐶𝐷 = ∠𝑋𝐷𝐴. Продолжения пар противоположных сторон 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷,
𝐵𝐶 и 𝐷𝐴 пересекаются в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Докажите, что ∠𝑃𝑋𝑄 равен углу между
диагоналями 𝐵𝐷 и 𝐴𝐶.

9. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 отметили ортоцентр 𝐻. На окружности (𝐴𝐵𝐶), на дуге 𝐵𝐶, не содержа-
щей точки 𝐴 отметили точку 𝐾. Точки 𝐿 и 𝑀 симметричны 𝐾 относительно сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶
соответственно. Окружности (𝐵𝐿𝑀) и (𝐴𝐵𝐶) повторно пересекаются в точке 𝐸. Докажите, что
прямые 𝐾𝐻, 𝐸𝑀 и 𝐵𝐶 пересекаются в одной точке.


