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Геометрический разнобой
1. Дана трапеция𝐴𝐵𝐶𝐷 с основанием𝐴𝐷. Центр описаннойокружности треугольника

𝐴𝐵𝐶 лежит на прямой 𝐵𝐷. Докажите, что центр описанной окружности треугольни-
ка 𝐴𝐵𝐷 лежит на прямой 𝐴𝐶.

2. В выпуклом четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 углы 𝐴 и 𝐶 острые и равные между собой, а
угол 𝐴𝐵𝐷—прямой. Точка𝑀— середина отрезка 𝐴𝐶. Докажите, что прямые𝑀𝐵 и
𝐶𝐷 перпендикулярны.

3. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 выбраны точки 𝑋 и 𝑌 так,
что 𝐴𝑋 = 𝐴𝑌 и отрезок 𝑋𝑌 проходит через ортоцентр треугольника 𝐴𝐵𝐶. Касатель-
ные к описанной окружности треугольника𝐴𝑋𝑌 в точках 𝑋 и 𝑌 пересекаются в точ-
ке 𝑃. Докажите, пожалуйста, что точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝑃 лежат на одной окружности.

4. На сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 и 𝐷𝐴 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 как на диаметрах во внеш-
нюю часть построили полуокружности 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3 и 𝜔4, соответственно. Прямая 𝑙1,
параллельная 𝐵𝐶, пересекает полуокружности 𝜔1 и 𝜔3 в точках 𝑋 и 𝑍, а отрезки 𝐴𝐵
и 𝐶𝐷 в точках 𝑃 и 𝑅. Прямая 𝑙2, параллельная 𝐴𝐵, пересекает полуокружности 𝜔2
и 𝜔4 в точках 𝑌 и 𝑊 , а отрезки 𝐵𝐶 и 𝐷𝐴 в точках 𝑄 и 𝑆. Докажите, что если верно
равенство 𝑋𝑃 ⋅ 𝑅𝑍 = 𝑌𝑄 ⋅ 𝑆𝑊 , то четырёхугольник 𝑃𝑄𝑅𝑆— вписанный.

5. Настороне𝐴𝐵 треугольника𝐴𝐵𝐶 отмеченыточки𝑋 и𝑌 , на сторонах𝐴𝐶 и𝐵𝐶 - точки
𝑍 и 𝑇, соответственно. Оказалось, что 𝑋𝑍 ∥ 𝐵𝐶, 𝑌𝑇 ∥ 𝐴𝐶. Прямая 𝑇𝑍 пересекает
описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐷 и 𝐸. Докажите, что точки 𝑋 ,
𝑌 , 𝐷 и 𝐸 лежат на одной окружности.

6. Точка𝑂—центр окружности, описанной около четырёхугольника𝐴𝐵𝐶𝐷. Диагона-
ли𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 пересекаются в точке 𝑃. Точки𝐾, 𝐿,𝑀,𝑁—центры вписанных окружно-
стей треугольников 𝐴𝑂𝑃, 𝐵𝑂𝑃, 𝐶𝑂𝑃,𝐷𝑂𝑃, соответственно. Докажите, что 𝐾𝐿 = 𝑀𝑁.

7. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 угол 𝐴 равен 60∘, 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ — биссектрисы. Докажите, что
∠𝐵′𝐴′𝐶′ ⩽ 60∘.

8. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 c углом 𝐴, равным 45∘, проведена медиана 𝐴𝑀. Прямая 𝑏 сим-
метрична прямой 𝐴𝑀 относительно высоты 𝐵𝐵1, а прямая 𝑐 симметрична прямой
𝐴𝑀 относительно высоты 𝐶𝐶1. Прямые 𝑏 и 𝑐 пересеклись в точке 𝑋 . Докажите, что
𝐴𝑋 = 𝐵𝐶.

9. Дан неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶. Выберем произвольную окружность 𝜔,
касающуюся описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 внутренним образом в точ-
ке 𝐵 и не пересекающую прямую 𝐴𝐶. Отметим на 𝜔 точки 𝑃 и 𝑄 так, чтобы прямые
𝐴𝑃 и 𝐶𝑄 касались 𝜔, а отрезки 𝐴𝑃 и 𝐶𝑄 пересекались внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶.
Докажите, что такие прямые 𝑃𝑄 проходят через фиксированную точку.

10. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Пусть 𝜔𝐴, 𝜔𝐵 , 𝜔𝐶 , 𝜔𝐷 — окружности, опи-
санные вокруг треугольников 𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐶𝐷, 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐵𝐶 соответственно. Обозначим че-
рез 𝑋𝐴 произведение степени точки 𝐴 относительно 𝜔𝐴 на площадь треугольника
𝐵𝐶𝐷. Аналогично определим 𝑋𝐵 , 𝑋𝐶 , 𝑋𝐷. Докажите, что 𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 + 𝑋𝐶 + 𝑋𝐷 = 0.


