
[ЦПМ, кружок по математике, 10 класс]

[2021–2022] группа: кружок по геометрии 25 января 2022 г.

Наконец-то нормальный геом
1. Биссектрисы углов 𝐴 и 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекаются описанную окружность

в точках 𝐴0 и 𝐶0. Прямая, проходящая через центр вписанной окружности парал-
лельно 𝐴𝐶, пересекает прямую 𝐴0𝐶0 в точке 𝑃. Докажите, что 𝑃𝐵 касается описан-
ной окружности 𝐴𝐵𝐶.

2. На медиане 𝐶𝐷 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечена точка 𝐸. Окружность 𝑆1, проходящая
через𝐸 икасающаясяпрямой𝐴𝐵 в точке𝐴, пересекает сторону𝐴𝐶 в точке𝑀. Окруж-
ность𝑆2, проходящаячерез𝐸 икасающаясяпрямой𝐴𝐵 в точке𝐵, пересекает сторону
𝐵𝐶 в точке 𝑁. Докажите, что описанная окружность треугольника 𝐶𝑀𝑁 касается 𝑆1
и 𝑆2.

3. Во вписанном четырёхугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷 стороны 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 равны. Окружность 𝛺 с
центром𝐶 касается отрезка 𝐵𝐷. Точка 𝐼 – центр вписанной окружности треугольни-
ка 𝐴𝐵𝐷. Докажите, что прямая, проходящая через 𝐼 параллельно 𝐴𝐵, касается𝛺.

4. Внутри окружности зафиксирована точка 𝑃, 𝐶 – произвольная точка окружности,
𝐴𝐵 – хорда, проходящая через точку 𝑃 перпендикулярно 𝑃𝐶. Точки 𝑋 и 𝑌 являются
проекциями точки 𝑃 на прямые 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶. Докажите, что все прямые 𝑋𝑌 касаются
одной и той же окружности.

5. Пусть 𝐴𝐷 – биссектриса треугольника 𝐴𝐵𝐶, и прямая 𝑙 касается окружностей, опи-
санных около треугольников 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐶𝐷 в точках𝑀 и𝑁 соответственно. Докажите,
что окружность, проходящая через середины отрезков 𝐵𝐷, 𝐶𝐷 и 𝑀𝑁, касается пря-
мой 𝑙.

6. Дана окружность, точка 𝐴 на ней и точка𝑀 внутри неё. Через𝑀 проводятся всевоз-
можные хорды 𝐵𝐶. Докажите, что окружность 9 точек треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается
некоторой фиксированной окружности.

7. Дана окружность и точка 𝑃 внутри неё. Рассматриваются пары окружностей каса-
ющиеся данной и друг друга в точке 𝑃. Найдите ГМТ пересечения общих внешних
касательных к этим окружностям.

8. Пусть 𝐴𝐵𝐶 — треугольник, в котором ∠𝐶𝐴𝐵 > ∠𝐴𝐵𝐶, а 𝐼 — центр его вписанной
окружности. Пусть 𝐷— точка на отрезке 𝐵𝐶 такая, что ∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶. Пусть 𝜔—
окружность, касающаяся𝐴𝐶 в точке𝐴ипроходящая через 𝐼. Пусть𝑋—вторая точка
пересечения 𝜔 и описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что биссек-
трисы углов ∠𝐷𝐴𝐵 и ∠𝐶𝑋𝐵 пересекаются в точке, лежащей на прямой 𝐵𝐶.


