
[ЦПМ, кружок по математике, 10 класс] И.Ю.Ланских

[2021–2022] группа: кружок по геометрии 21 декабря 2021 г.

Синусный счет: для тех, кто уже немного умеет
1. Точка𝑂—центр описанной окружности треугольника𝐴𝐵𝐶. Прямая𝐴𝑂 пересекает

𝐵𝐶 в точке𝐷. Точки𝐸 и𝐹 на сторонах𝐴𝐵 и𝐴𝐶 соответственно таковы, что𝐴,𝐸,𝐷 и𝐹
лежат на одной окружности. Докажите, что длина проекции отрезка 𝐸𝐹 на прямую
𝐵𝐶 не зависит от положения точек 𝐸 и 𝐹.

2. В остроугольном треугольнике𝐴𝐵𝐶 точка𝑂—центр описанной окружности;𝐴𝑃—
высота. Докажите, что если ∠𝐵𝐶𝐴 ⩾ ∠𝐴𝐵𝐶 + 30∘, то ∠𝐶𝐴𝐵 + ∠𝐶𝑂𝑃 < 90∘.

3. Треугольник𝐴𝐵𝐶 таков, что 2𝐵𝐶 = 𝐴𝐵+𝐴𝐶; 𝐼—центр вписанной окружности,𝜔—
описанная окружность, 𝐷—пересечение 𝐴𝐼 и 𝜔. Докажите, что 𝐼— середина 𝐴𝐷.

4. (IMO 2018-6) Выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 таков, что 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐷. Точ-
ка 𝑋 выбрана внутри четырехугольника так, что ∠𝑋𝐴𝐵 = ∠𝑋𝐶𝐷, ∠𝑋𝐵𝐶 = ∠𝑋𝐷𝐴.
Докажите, что ∠𝐵𝑋𝐴 + ∠𝐷𝑋𝐶 = 180∘.

(а) Пусть 𝑅— точка пересеения диагоналей. Докажите, что изогонали 𝐴𝐶 относи-
тельно углов 𝐴 и 𝐶 пересекаются на 𝐵𝐷. Обоозначте полученную точку 𝐾.

(б) Докажите, что 𝐵𝐷— биссектриса 𝐴𝐾𝐶.

(в) Пусть (𝐴𝐾𝐵) ∩ (𝐶𝐾𝐷) = 𝐾 ∪ 𝑋 ′. Докажите, что 𝑋 ′ удовлетворяет условию для
точки 𝑋 .

(г) Докажеите единственность точки 𝑋 и решите задачу.


