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[2021–2022] группа: кружок по геометрии 14 декабря 2021 г.

Синусный счет: для тех, кто не умеет считать
1. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷 — вписанный четырехугольник, 𝑀, 𝑁 — середины дуг 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷, 𝐼, 𝐽 —

центры вписанных окружностей 𝐴𝐵𝐷, 𝐶𝐵𝐷. Докажите, что 𝑀𝑁 делит 𝐼𝐽 пополам.

2. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵. Пусть 𝐾1 и 𝐾2 — точки на 𝜔1 и
𝜔2 соответственно такие, что 𝐾1𝐴 касается 𝜔2, а 𝐾2𝐴 касается 𝜔1. Описанная окруж-
ность треугольника 𝐾1𝐵𝐾2 пересекает вторично прямые 𝐴𝐾1 и 𝐴𝐾2 в точках 𝐿1 и 𝐿2
соответственно. Докажите, что точки 𝐿1 и 𝐿2 равноудалены от прямой 𝐴𝐵.

3. Даны две окружности, касающиеся внутренним образом в точке 𝑁. Касательная к
внутренней окружности, проведённая в точке 𝐾, пересекает внешнюю окружность
в точках 𝐴 и 𝐵. Пусть 𝑀 — середина дуги 𝐴𝐵, не содержащей точку 𝑁. Докажите,
что радиус окружности, описанной около треугольника 𝐵𝑀𝐾, не зависит от выбора
точки 𝐾 на внутренней окружности.

4. Вписанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 касается сторон 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 в точках 𝐴1,
𝐵1, 𝐶1 соответственно. Вневписанная окружность касается стороны 𝐴𝐶 в точке 𝐵2,
и продолжении сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 в точках 𝐶2 и 𝐴2 соответственно. На отрезках 𝐴1𝐶1
и 𝐴2𝐶2 отмечены точки 𝑋 и 𝑌 соответственно, такие что 𝑋𝐵1 ⟂ 𝐴𝐶 и 𝑌𝐵2 ⟂ 𝐴𝐶.
Докажите, что 𝐴𝑋𝐶𝑌 — паралеллограмм.

Лемма Однакова. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 на прямой 𝐴𝐶 выбрана точка 𝐷. Докажите, что

sin∠𝐴𝐵𝐷
sin∠𝐷𝐵𝐶 = 𝐴𝐷 ⋅ 𝐵𝐶

𝐷𝐶 ⋅ 𝐴𝐵 .

Еще одна важная лемма. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена чевиана 𝐵𝐷. Докажите, что
она однозначно определяется отношением синусов ориентированных углов

sin∠𝐴𝐵𝐷
sin∠𝐷𝐵𝐶 .

5. Внутри параллелограмма𝐴𝐵𝐶𝐷 выбрана точка𝑃 таким образом, что∠𝑃𝐴𝐷 = ∠𝑃𝐶𝐷.
Докажите, что ∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑃𝐷𝐶.

6. В треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписана окружность 𝑤 с центром 𝐼, каcающаяся сторон 𝐴𝐵, 𝐵𝐶,
𝐶𝐴 в точках 𝑀, 𝑁, 𝑃 соответственно. 𝑇 — точка пересечения 𝐶𝐼 и 𝑤. 𝑅 = 𝐴𝑇 ∩ 𝑀𝑃,
𝑄 = 𝐵𝑇 ∩𝑀𝑁. Докажите, что 𝑅𝑄 ⟂ 𝐼𝐶.

7. На стороне 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 взяты такие точки 𝑋 , 𝑌 , что 𝐴𝑋 = 𝐵𝑌 . Прямые
𝐶𝑋 и 𝐶𝑌 вторично пересекают описанную окружность треугольника в точках 𝑈 и
𝑉 . Докажите, что все прямые 𝑈𝑉 проходят через одну точку.

8. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐴0, на отрезке 𝐴𝐴0 выбрана точка 𝑋 .
Прямая𝐵𝑋 пересекает𝐴𝐶 в точке𝐵0, а прямая𝐶𝑋 пересекает𝐴𝐵 в точке𝐶0. Отрезки



𝐴0𝐵0 и 𝐶𝐶0 пересекаются в точке 𝑃, а отрезки 𝐴0𝐶0 и 𝐵𝐵0 пересекаются в точке 𝑄.
Докажите, что углы 𝑃𝐴𝐶 и 𝑄𝐴𝐵 равны.

9. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷 — описанный четырехугольник, а 𝑀 — середина хорды, высекаемой
диагональю 𝐴𝐶. Докажите, что ∠𝐵𝑀𝐴 = ∠𝐷𝑀𝐴.


