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Метрические тождества в треугольнике
В этом листочке для треугольника 𝐴𝐵𝐶 :

• 𝑎, 𝑏, 𝑐— длины сторон; 𝛼, 𝛽, 𝛾— углы треугольника;

• 𝑝—полупериметр треугольника; 𝑆—площадь треугольника;

• 𝑚𝑎, 𝑚𝑏, 𝑚𝑐—длинымедиан; 𝑙𝑎, 𝑙𝑏, 𝑙𝑐—длиныбиссектрис;ℎ𝑎, ℎ𝑏, ℎ𝑐—длинывысот;

• 𝑟𝑎, 𝑟𝑏, 𝑟𝑐 — радиусы вневписанных окружностей треугольника;

• 𝑟, 𝑅— радиусы вписанной и описанной окружности.

1. (а) 𝑆 = 𝑝𝑟; (б) 𝑆 = (𝑝 − 𝑎)𝑟𝑎; (в) 𝑆 = 𝑎𝑏𝑐
4𝑅
; (г) 𝑆 = 𝑐𝑟𝑎𝑟𝑏

𝑟𝑎+𝑟𝑏
.
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3. 𝑆 = 𝑅𝑟(sin𝛼 + sin 𝛽 + sin 𝛾)
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5. (а)

𝑝(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏) + 𝑝(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑐) + 𝑝(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) − (𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) = 𝑎𝑏𝑐

(б)
4𝑅 = 𝑟𝑎 + 𝑟𝑏 + 𝑟𝑐 − 𝑟

6. (а) 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 𝑝2 + 𝑟2 + 4𝑟𝑅 (б) 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 2𝑝2 − 2𝑟2 − 8𝑅𝑟

7. Биссектириса угла 𝐴 делит сторону 𝐵𝐶 на отрезки 𝑥 и 𝑦. Докажите, что 𝑙2𝑎 = 𝑏𝑐 − 𝑥𝑦.

8. Формула Карно. В остроугольном треугольнике выполнено равенство

𝑂𝐴1 + 𝑂𝐵1 + 𝑂𝐶1 = 𝑅 + 𝑟,

где 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 – середины сторон треугольника.

9. (а) ФормулаБретшнайдера. Вчетырехугольникепоследовательные сторонырав-
ны 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, противоположные углы равны 𝛼, 𝛾, а диагонали равны 𝑒, 𝑓. Докажите,
что

𝑒2𝑓2 = 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑑2 − 2𝑎𝑏𝑐𝑑 cos(𝛼 + 𝛾)

(б) ФормулаСтюарта. Если точка𝐷 лежитна стороне𝐵𝐶 четырехугольника𝐴𝐵𝐶,
то

𝐴𝐷2 ⋅ 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵2 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐴𝐶2 ⋅ 𝐵𝐷 − 𝐶𝐷 ⋅ 𝐵𝐷 ⋅ 𝐵𝐶


