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Как заставить работать Коши
Неравенство Коши. Пусть 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 — произвольные положительные числа. Тогда верно нера-
венство 𝑎1 + 𝑎2 + … + 𝑎𝑛

𝑛 ⩾ 𝑛√𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛.

Полезные советы.

1. Разделение на части. Часто полезно разбивать слагаемые или множители на пары и применять
неравенство Коши к каждой паре. Например, вместо 2𝑎 полезно писать 𝑎 + 𝑎, и т.д.

2. Подстановка константы. Если есть ограничение на переменные вида 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1, полезно ис-
пользовать его, чтобы заменить константы на переменные. Например, чтобы сделать неравенство од-
нородным.

1. Для любых 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 > 0, удовлетворяющих условию 𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 = 1, докажите, что

(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2)...(1 + 𝑎𝑛) ⩾ 2𝑛.

2. Для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0, удовлетворяющих условию 𝑎𝑏𝑐 = 1, докажите, что

(𝑎𝑏)2 + (𝑏𝑐)2 + (𝑐𝑎)2 ⩾ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐.

3. Для любых положительных 𝑥, 𝑦, 𝑧 докажите неравенство

𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧2 ⩾ √8𝑥𝑦𝑧.

4. Для любых положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑
𝑎𝑏𝑐𝑑 ⩽ 1

𝑎3 +
1
𝑏3 +

1
𝑐3 +

1
𝑑3 .

5. Докажите, что 3𝑎2 + 3𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) для любых вещественных 𝑎, 𝑏, 𝑐. В каких точках
достигается равенство?

6. Докажите неравенство для положительных значений переменных

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 + 𝑒2 ⩾ 𝑎(𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒).

7. Положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 удовлетворяют соотношению 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 1. Докажите, что

√𝑎+ 1
𝑎 +√𝑏 + 1

𝑏 +√𝑐 + 1
𝑐 ⩾ 2 (√𝑎 + √𝑏 + √𝑐) .


