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Неравенства с дробями
Полезные советы.

1. Чтобы дроби было легче складывать, их знаменатели полезно переобозначить новыми перемен-
ными.

2. Удобнее всего складывать дроби с одинаковыми знаменателями. Чтобы выровнять знаменатели,
полезно огрубить их. Чаще всего общим знаменателем оказывается сумма переменных, фигуриру-
ющих в условии.

1. Для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 докажите, что
𝑎2

𝑎2 + 2𝑏𝑐 +
𝑏2

𝑏2 + 2𝑐𝑎 + 𝑐2
𝑐2 + 2𝑎𝑏 ⩾ 1.

2. Для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 докажите, что
𝑎

𝑏 + 𝑐 +
𝑏

𝑐 + 𝑎 + 𝑐
𝑎 + 𝑏 ⩾ 3

2 .

3. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐— длины сторон треугольника. Докажите, что

𝑎
𝑏 + 𝑐 +

𝑏
𝑐 + 𝑎 + 𝑐

𝑎 + 𝑏 < 2.

4. Для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 докажите, что
1

𝑎 + 𝑏 +
1

𝑏 + 𝑐 +
1

𝑐 + 𝑎 ⩾ 9
2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) .

5. Сумма чисел 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, каждое из которых больше единицы, равна 𝑆, причем

𝑎2𝑖
𝑎𝑖 − 1 > 𝑆 для всех 𝑖 = 1, 2, 3.

Докажите, что
1

𝑎1 + 𝑎2
+ 1
𝑎2 + 𝑎3

+ 1
𝑎3 + 𝑎1

> 1.

6. Докажите неравенство
𝑥2

(𝑥 − 1)2 +
𝑦2

(𝑦 − 1)2 +
𝑧2

(𝑧 − 1)2 ⩾ 1

для вещественных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≠ 1, удовлетворяющих условию 𝑥𝑦𝑧 = 1.

7. Известно, что числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 удовлетворяют неравенствам 0 ⩽ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩽ 1. Докажите, что
𝑥𝑦

𝑧 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 +
𝑦𝑧

𝑥 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 +
𝑧𝑥

𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 ⩽ 1.

8. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐—положительные числа, такие, что

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 ⩽ 4.

Докажите, что
𝑎𝑏 + 1
(𝑎 + 𝑏)2 +

𝑏𝑐 + 1
(𝑏 + 𝑐)2 +

𝑐𝑎 + 1
(𝑐 + 𝑎)2 ⩾ 3.


