
[Кружок в Хамовниках, 9 класс] В.И. Ретинский

[2021­2022] группа: 9 4 апреля 2022 г.

Комбинаторный разнобой
1. (а) В городе есть 𝑛+1школа, и каждому ученику каждойшколынравится по 𝑛школьных

предметов. Известно, что если из каждой школы выбрать по ученику, то найдётся пред-
мет, который нравится всем выбранным школьникам. Докажите, что найдётся предмет,
который нравится всем ученикам одной из школ. (б) Для каких 𝑛 утверждение остаётся
верным, если в городе будет 𝑛школ?

2. В стране некоторые города соединены дорогами (каждая дорога соединяет ровно два го-
рода), причем любой циклический маршрут проходит через город Центральный. Выяс-
нилось, что существует замкнутыйциклическиймаршрут, проходящийпо каждойдороге
ровно один раз. Турист O выехал из города Центрального и проехал по некоторому пути,
который не проходит дважды ни по одной из дорог. Докажите, что O может продолжить
путь так, чтобы в итоге проехать по каждой дороге ровно один раз и вернуться в город
Центральный.

3. На доске выписано 16 единиц. Каждую минуту Иван стирает какие-то два числа 𝑎 и 𝑏, а
вместо них выписывает на доску число 𝑎+𝑏

4
. Какое минимальное число на доске могло

оказаться через 15 минут?

4. Числа от 1 до 100 выписаны по порядку в вершинах стоугольника. Разрешается менять
местами два соседних числа, если они имеют разную четность. После нескольких таких
операций оказалось, что у каждого числа тот же левый сосед, что и в самом начале, и
тот же правый сосед, что и в самом начале. Докажите, что либо все числа стоят на тех же
местах, что и сначала, либо каждое число сдвинулось ровно на 50 вершин.

5. Кто-то одинизпятиматематиков долженидтимытьпосуду. Дляназначения этого дежур-
ного на стол выкладывается кучка из 100 спичек. Первый делит её на две кучки, второй
делит на две кучки любую из получившихся кучек, и так далее по кругу. Тот, после чьего
хода среди кучек окажутся хотя бы две с одинаковым количеством спичек, и пойдёт де-
журить. Докажите, что один из математиков может играть так, что его отправить мыть
посуду будет невозможно.

6. Дан клетчатый квадрат 𝑛 × 𝑛, где 𝑛 > 1. Кроссвордом будем называть любое непустое
множество его клеток, а словом — любую горизонтальную и любую вертикальную по-
лоску (клетчатый прямоугольник шириной в одну клетку), целиком состоящую из кле-
ток кроссворда и не содержащуюся ни в какой большей полоске из клеток кроссворда
(ни горизонтальной, ни вертикальной). Пусть 𝑥 — количество слов в кроссворде, 𝑦 —
наименьшее количество слов, которыми можно покрыть кроссворд. Найдите максимум
отношения 𝑥

𝑦
при данном 𝑛.

7. У Кости было два набора по 17 монет: в одном наборе все монеты настоящие, а в другом
наборе ровно 5 фальшивых (все монеты выглядят одинаково; все настоящие монеты ве-
сят одинаково, все фальшивые тоже весят одинаково, но неизвестно, легче или тяжелее
настоящих). Один из наборов Костя отдал другу, а впоследствии забыл, какой именно из
двух наборов у него остался. Может ли Костя при помощи двух взвешиваний на чашеч-
ных весах без гирь выяснить, какой именно из двух наборов он отдал?

8. Даша переставила числа от 1 до 2𝑛 + 1 в каком-то порядке. Юра стремится отгадать, в
каком порядке стоят числа у Даши. Для этого он выписывает 𝑘 перестановок чисел от 1
до 2𝑛 + 1. Затем Даша для каждой из Юриных перестановок сообщает, какие числа в её
перестановке стоят левее, чем в Юриной, какие — правее, а какие — на тех же местах.
При каком наименьшем 𝑘Юра наверняка сможет узнать, в каком порядке стоят числа у
Даши?

9. Рёбра полного ориентированного графа на 𝑛2 + 1 вершине раскрашены в два цвета, при-
чёмодноцветныхцикловнет. Докажите, что в графе существует одноцветныйпуть длины
𝑛.


