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Алгебраические неравенства
1. Даны три действительных числа с ненулевой суммой. Докажите, что сумма трёх по-

парныхпроизведенийиз трёх попарных суммбольше суммыих трёх попарныхпро-
изведений.

2. Докажите неравенства:

(а) 𝑎2 + 𝑏2 ⩾ 2𝑎𝑏; (б) 𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2
𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 ⩾

1
3 , где 𝑎 и 𝑏 — положительные.

3. Докажите неравенство 𝑥8 + 𝑥6 − 4𝑥4 + 𝑥2 + 1 ⩾ 0.

4. (а) Докажите, что 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎.
(б) Докажите, что если положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 такие что

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 > 𝑎 + 𝑏 + 𝑐,

то
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 > 3.

5. Неотрицательные числа 𝑥 и 𝑦 удовлетворяют условию 𝑥 + 𝑦 ⩽ 1. Докажите, что

12𝑥𝑦 ⩽ 4𝑥(1 − 𝑦) + 9𝑦(1 − 𝑥).

6. Сумма положительных чисел 𝑎 и 𝑏 не превосходит 1. Докажите неравенство

2𝑎2 + 5𝑎𝑏 + 2𝑏2 ⩽ 9
4 .

7. 𝑎, 𝑏, 𝑐 — длины сторон треугольника. Докажите, что 𝑎3 + 𝑏3 + 3𝑎𝑏𝑐 > 𝑐3.

8. Положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 таковы, что 𝑎𝑏𝑐 = 1. Докажите, что

1
1 + 𝑎2 + (𝑏 + 1)2 +

1
1 + 𝑏2 + (𝑐 + 1)2 +

1
1 + 𝑐2 + (𝑎 + 1)2 ⩽

1
2 .


