
[[ЦПМ, кружок по математике, 11 класс] А.В. Доледенок, Е.С. Коган

[20212022] группа: 112 29 ноября 2021 г.

Функции на плоскости – 2. Степень точки
Утверждение. Рассмотрим окружность 𝜔, заданную уравнением 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, где 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 −
𝑎)2+(𝑦−𝑏)2−𝑅2. Докажите, что 𝑓(𝑥0, 𝑦0) равно степени точки с координатами (𝑥0, 𝑦0) относитель-
но 𝜔.
В задачах бывает полезно рассмотреть некоторую функцию, зависящую от степеней точки отно-
сительно разных окружностей.

Лемма о соосных окружностях
1. (Лемма о соосных окружностях.) Даны окружности 𝜔1 и 𝜔2.

(а) Докажите, что геометрическимместом точек𝑋 таких, что Pow𝜔1 𝑋 = 𝑘⋅Pow𝜔2 𝑋 , где 𝑘 ≠ 1,
является либо окружность (возможно, нулевого радиуса), имеющая общую радикальную ось
с 𝜔1 и 𝜔2, либо пустое множество. Что будет при 𝑘 = 1?
(б) Пусть 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵, и для некоторых точек 𝑃 и 𝑄 выполнено
равенство

Pow(𝑃, 𝜔1)
Pow(𝑃, 𝜔2)

= Pow(𝑄, 𝜔1)
Pow(𝑄, 𝜔2)

.

Докажите, что точки 𝐴, 𝐵, 𝑃, 𝑄 лежат на одной окружности или прямой.

2. Две окружности пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵. Прямая, проходящая через точку 𝐴, вторично
пересекает окружности в точках 𝐶 и𝐷. Докажите, что середины отрезков 𝐶𝐷 лежат на одной
окружности.

3. Высоты 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точке 𝐻. Точки 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 выбраны
на продолжениях отрезков 𝐴𝐵, 𝐴𝐴1, 𝐴𝐶 соответственно так, что 𝐵𝐶1 = 𝐵𝑋 , 3𝐴1𝐻 = 𝐴1𝑌 ,
𝐶𝐵1 = 𝐶𝑍. Докажите, что точки 𝐴, 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 лежат на одной окружности.

4. Полувписанная окружность касается сторон 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 со-
ответственно и касается описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 внутренним образом в
точке 𝑇. Отрезки 𝐴𝑇 и 𝑃𝑄 пересекаются в точке 𝑆. Докажите, что ∠𝐴𝐵𝑆 = ∠𝐴𝐶𝑆.

Что-то другое
5. Даны две непересекающиеся окружности 𝜔𝑎 и 𝜔𝑏. Рассматриваются всевозможные пары то-

чек 𝐴 на 𝜔𝑎 и 𝐵 на 𝜔𝑏 такие, что длины касательных из 𝐴 к 𝜔𝑏 и из 𝐵 к 𝜔𝑎 равны. Найдите
геометрическое место середин отрезков 𝐴𝐵.

6. На стороне 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 лежит точка 𝐷. Окружности, описанные около треуголь-
ников 𝐴𝐵𝐷 и 𝐵𝐶𝐷, повторно пересекают стороны 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 в точках 𝐸 и 𝐹 соответственно.
Докажите, что окружности, описанные около треугольников 𝐴𝐸𝐹, проходят через фиксиро-
ванную точку намедиане из вершины𝐴, не зависящуюот положения точки𝐷 на стороне𝐵𝐶.

7. Точка 𝑃 на вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 такова, что из отрезков касательных
из точки 𝑃 к трём вневписанным окружностям треугольника 𝐴𝐵𝐶 можно составить прямо-
угольный треугольник. Докажите, что 𝑃 лежит на средней линии треугольника.

8. Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 не является вписанным. Докажите, что
1

Pow(𝐴, (𝐵𝐶𝐷)) +
1

Pow(𝐵, (𝐴𝐶𝐷)) +
1

Pow(𝐶, (𝐴𝐵𝐷)) +
1

Pow(𝐷, (𝐴𝐵𝐶)) = 0.

(Через (𝑋𝑌𝑍) обозначена описанная окружность треугольника 𝑋𝑌𝑍.)


