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Стереометрия со сферами

1. Сфера касается сторон многогранного угла. Докажите, что точки касания лежат в
одной плоскости.

2. В четырёхгранный угол вписана сфера. Докажите, что суммы противоположных
плоских углов этого четырехгранного угла равны.

3. Сфера, вписанная в пирамиду 𝑆𝐴𝐵𝐶, касается граней 𝑆𝐴𝐵, 𝑆𝐵𝐶, 𝑆𝐶𝐴 в точках𝐷, 𝐸,
𝐹 соответственно. Найдите сумму углов 𝑆𝐷𝐴, 𝑆𝐸𝐵 и 𝑆𝐹𝐶.

4. Втетраэдре𝐴𝐵𝐶𝐷 проведено сечениеплоскостью, перпендикулярнойрадиусу опи-
санной сферы, идущему в вершину 𝐷. Пусть это сечение пересекло ребра 𝐷𝐴, 𝐷𝐵,
𝐷𝐶 в точках𝐴1, 𝐵1, 𝐶1. Докажите, что точки𝐴, 𝐵, 𝐶,𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежат на одной сфере.

5. Дана четырёхугольная пирамида 𝑆𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4. Существует сфера 𝜔, которая касает-
ся всех рёбер пирамидыи другая сфера𝜔1, которая касается всех сторон основания
и продолжений боковых рёбер за вершины основания. Докажите, что все боковые
рёбра равны.

6. Есть полусферическая ваза, закрытая плоской крышкой. В вазе лежат четыре оди-
наковых апельсина, касаясь вазы, и один грейпфрут, касающийся всех четырёх
апельсинов. Верно ли, что все четыре точки касания грейпфрута с апельсинами
обязательно лежат в одной плоскости? (Все фрукты являются шарами.)

7. Дана выпуклая четырёхугольная пирамида с вершиной 𝑆 и основанием 𝐴𝐵𝐶𝐷,
причём существует сфера, вписанная в эту пирамиду. Пирамиду разрезали по рёб-
рам 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶, 𝑆𝐷 и отогнули грани 𝑆𝐴𝐵, 𝑆𝐵𝐶, 𝑆𝐶𝐷, 𝑆𝐷𝐴 вовне на плоскость𝐴𝐵𝐶𝐷
так, что получилсямногоугольник𝐴𝐾𝐵𝐿𝐶𝑀𝐷𝑁. Докажите, что точки𝐾, 𝐿,𝑀,𝑁 ле-
жат на одной окружности.

8. Дан тетраэдр 𝐴𝐵𝐶𝐷. Вписанная в него сфера 𝜔 касается грани 𝐵𝐶𝐷 в точке 𝑇. Сфе-
ра 𝜔1 касается грани 𝐵𝐶𝐷 в точке 𝑇1 и продолжения граней 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐶𝐷. Дока-
жите, что точки 𝑇 и 𝑇1 изогонально сопряжены относительно треугольника 𝐵𝐶𝐷.

9. Треугольная пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶 вписана в сферу 𝛺. Докажите, что сферы, симмет-
ричные 𝛺 относительно прямых 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶 и плоскости 𝐴𝐵𝐶, имеют общую точ-
ку. Сфера, симметричная данной относительно прямой ℓ — это сфера такого же
радиуса, центр которой симметричен центру исходной сферы относительно пря-
мой ℓ.


