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Геометрический разнобой
1. Диагоналичетырёхугольника𝐴𝐵𝐶𝐷, вписанного в окружность с центромв точке𝑂, пересекают-

ся в точке𝑀. Описанная окружность треугольника𝐴𝐵𝑀 пересекает стороны𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 в точках𝑁
и 𝐾 соответственно. Докажите, что четырёхугольники𝑁𝑂𝑀𝐷 и 𝐾𝑂𝑀𝐶 имеют равные площади.

2. Дана трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 с основаниями 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶, в которой ∠𝐴𝐵𝐶 > 90∘. На боковой стороне 𝐴𝐵
отмечена точка 𝑀. Обозначим через 𝑂1 и 𝑂2 центры описанных окружностей треугольников
𝑀𝐴𝐷 и 𝑀𝐵𝐶 соответственно. Описанные окружности треугольников 𝑀𝑂1𝐷 и 𝑀𝑂2𝐶 вторично
пересекаются в точке 𝑁. Докажите, что прямая 𝑂1𝑂2 проходит через точку 𝑁.

3. Дан тетраэдр 𝐴𝐵𝐶𝐷, в котором выполняется равенство ∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐵𝐷 = 90∘.
Пусть 𝑂— цетнр описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 — середина отрезка 𝐶𝐷. Дока-
жите что прямые 𝐴𝐵 и𝑀𝑂 перпендикулярны.

4. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены высоты 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1. Биссектрисы углов 𝐵𝐵1𝐶 и
𝐶𝐶1𝐵 пересекаются в точке𝑋 ипересекают сторону 𝐵𝐶 в точках𝐷 и𝐸 соответственно. Докажите,
что прямая 𝐴𝑋 проходит через вторую точку пересечения описанных окружностей треугольни-
ков 𝐵𝑋𝐸 и 𝐶𝑋𝐷.

5. Дан выпуклый четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Описанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекает
стороны 𝐴𝐷 и 𝐷𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответственно. Описанная окружность треугольника 𝐴𝐷𝐶
пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 в точках 𝑆 и 𝑅 соответственно. Оказалось, что четырехугольник
𝑃𝑄𝑅𝑆—параллелограмм. Докажите, что 𝐴𝐵𝐶𝐷— также параллелограмм.

6. Дан четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷, в котором ∠𝐵 = ∠𝐷 = 90∘. На отрезке 𝐴𝐵 выбрана точка 𝑀 та-
кая, что 𝐴𝐷 = 𝐴𝑀. Лучи 𝐷𝑀 и 𝐶𝐵 пересекаются в точке 𝑁. Точки 𝐻 и 𝐾 — основания пер-
пендикуляров, опущенных из точек 𝐷 и 𝐶 на прямые 𝐴𝐶 и 𝐴𝑁 соответственно. Докажите, что
∠𝑀𝐻𝑁 = ∠𝑀𝐶𝐾.

7. На сторонах𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 неравнобедренного треугольника𝐴𝐵𝐶 нашлись такие точки 𝑃 и𝑄 соответ-
ственно, что 𝐴𝑃 = 𝑃𝑄 = 𝑄𝐶. Касательная к описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точке
𝐵 пересекает прямую 𝑃𝑄 в точке 𝑅. Докажите, что 𝑅 равноудалена от 𝐵 и центра 𝐼 вписанной в
треугольник 𝑃𝐵𝑄 окружности.

8. Точки 𝐵0 —середина стороны 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶, точка 𝐵1 —середина дуги 𝐴𝐶, не содержа-
щей точку 𝐵. Обозначим через 𝜔𝑏 окружность, построенную на отрезке 𝐴0𝐴1 как на диаметре.
Аналогично определим окружности𝜔𝑎 и𝜔𝑐. Докажите, что длины общей внешней касательной
окружностей 𝜔𝑎 и 𝜔𝑏 и общей внешней касательной окружностей 𝜔𝑎 и 𝜔𝑐 равны.

9. Дана четырёхугольная пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷. Диагонали основания 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 перпендикулярны и
пересекаются в точке 𝑃. Оказалось, что 𝑆𝑃— высота пирамиды. Докажите, что точки пересече-
ния высот боковых граней лежат в одной плоскости.

10. Треугольник 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 > 𝐵𝐶) вписан в окружность 𝛺. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 выбраны точки𝑀 и
𝑁 соответственно так, что𝐴𝑀 = 𝐶𝑁. Прямые𝑀𝑁 и𝐴𝐶 пересекаются в точке𝐾. Пусть 𝑃—центр
вписанной окружности треугольника 𝐴𝑀𝐾, а 𝑄— центр вневписанной окружности треуголь-
ника 𝐶𝑁𝐾, касающейся стороны 𝐶𝑁. Докажите, что середина дуги 𝐴𝐵𝐶 окружности 𝛺 равно-
удалена от точек 𝑃 и 𝑄.
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