
[ЦПМ, кружок по математике, 10 класс]

[2021–2022] группа: 10­1 25 ноября 2021 г.

Про площадь
1. Диагонали четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷, вписанного в окружность с центром 𝑂, пере-

секаются в точке𝑀. Описанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝑀 пересекает отрезки
𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 в точках 𝑁 и 𝐾 соответственно. Известно, что точка 𝑂 лежит внутри тре-
угольника 𝐴𝑀𝐵. Докажите, что четырехугольники 𝑁𝑂𝑀𝐷 и 𝐾𝑂𝑀𝐶 имеют равные
площади.

2. Продолжение биссектрисы 𝐴𝐷 остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекает опи-
санную окружность в точке 𝐸. Из точки 𝐷 на стороны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 опущены перпенди-
куляры 𝐷𝑃 и 𝐷𝑄. Докажите, что 𝑆𝐴𝐵𝐶 = 𝑆𝐴𝑃𝐸𝑄.

3. Продолжения медиан𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 треугольника𝐴𝐵𝐶 пересекают его описанную
окружность в точках 𝐴0, 𝐵0 и 𝐶0 соответственно. Оказалось, что площади треуголь-
ников𝐴𝐵𝐶0,𝐴𝐵0𝐶 и𝐴0𝐵𝐶 равны. Докажите, что треугольник𝐴𝐵𝐶 равносторонний.

4. В выпуклом четырёхугольнике𝐴𝐵𝐶𝐷 лучи𝐴𝐵 и𝐷𝐶 пересекаются в точке𝐾. На бис-
сектрисе угла 𝐴𝐾𝐷 нашлась точка 𝑃 такая, что прямые 𝐵𝑃 и 𝐶𝑃 делят пополам от-
резки 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 соответственно. Докажите, что 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷.

5. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены высоты 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 и на сторонах 𝐴𝐵
и𝐴𝐶 взяты точки 𝐾 и 𝐿 так, что𝐴𝐾 = 𝐵𝐶1 и𝐴𝐿 = 𝐶𝐵1. Докажите, что прямая𝐴𝑂, где
𝑂—центр описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, делит отрезок 𝐾𝐿 пополам.

6. Медианы треугольника𝐴𝐵𝐶 пересекаются в точке𝑀. На прямой, проходящей через
точку 𝐴 параллельно 𝐵𝐶, выбрана точка 𝐷 так, что ∠𝐶𝑀𝐷 = 90∘. Площадь четырёх-
угольника 𝐴𝑀𝐶𝐷 равна 𝑆. Какое минимальное значение принимает произведение
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 ⩾ 2𝑆?

7. Квадрат 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность. Точка𝑀 лежит на дуге 𝐵𝐶, прямая 𝐴𝑀 пересе-
кает 𝐵𝐷 в точке 𝑃, прямая 𝐷𝑀 пересекает 𝐴𝐶 в точке 𝑄. Докажите, что 𝑆𝐴𝐵𝑃 = 𝑆𝑃𝑄𝐷.

8. В прямоугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐷 — середина высоты, опущенной на
гипотенузу 𝐴𝐵. Прямые, симметричные 𝐴𝐵 относительно 𝐴𝐷 и 𝐵𝐷, пересекаются в
точке 𝐹. Найдите отношение площадей треугольников 𝐴𝐹𝐵 и 𝐴𝐵𝐶.
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