
[ЦПМ, кружок по математике, 10 класс]

[2021–2022] группа: 10­2 18 октября 2021 г.

Геометрический разнобой
1. Точка 𝐷— основание высоты из точки 𝐴 в треугольнике 𝐴𝐵𝐶, 𝐸— основание пер-

пендикуляра из точки 𝐷 на 𝐴𝐵, 𝐹 — основание перпендикуляра из точки 𝐷 на 𝐴𝐶.
Прямая 𝐴𝐵 пересекается с прямой, проходящей через 𝐷 параллельно 𝐴𝐶, в точке
𝐺, прямая 𝐴𝐶 пересекается с прямой, проходящей через точку 𝐷 параллельно 𝐴𝐵, в
точке 𝐻. Докажите, что прямые 𝐵𝐶, 𝐸𝐹, 𝐺𝐻 пересекаются в одной точке.

2. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶 и точка𝑀. Прямая, проходящая через𝑀, пересекает прямые
𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐶𝐴 в точках 𝐶1, 𝐴1 и 𝐵1 соответственно. Прямые 𝐴𝑀, 𝐵𝑀 и 𝐶𝑀 пересека-
ют описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝐴2, 𝐵2 и 𝐶2 соответственно.
Докажите, что прямые 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 и 𝐶1𝐶2 пересекаются на описанной окружности
треугольника 𝐴𝐵𝐶.

3. Остроугольный треугольник𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность𝜔. Пусть𝐻 и𝑂—ортоцентр
и центр описанной окружности соответственно, 𝑀 и 𝑁 — середины сторон 𝐴𝐵 и
𝐴𝐶 соответственно. Лучи𝑀𝐻 и 𝑁𝐻 пересекают 𝜔 в точках 𝑃 и 𝑄. Прямые𝑀𝑁 и 𝑃𝑄
пересекаются в 𝑅. Докажите, что 𝑂𝐴 ⟂ 𝑅𝐴.

4. Пусть𝑂 и𝐻—центр описанной окружности и ортоцентр соответственно треуголь-
ника 𝐴𝐵𝐶. Докажите, что одна из площадей 𝑂𝐻𝐴, 𝑂𝐻𝐵, 𝑂𝐻𝐶 равна сумме двух дру-
гих.

5. Пусть 𝑃 и𝑄 изогонально сопряженные точки в треугольнике𝐴𝐵𝐶; 𝑃1𝑃2𝑃3 и𝑄1𝑄2𝑄3—
их педальные треугольники. Также пусть 𝑋1 = 𝑃2𝑄3 ∩ 𝑃3𝑄2, 𝑋2 = 𝑃1𝑄3 ∩ 𝑃3𝑄1, 𝑋3 =
𝑃1𝑄2 ∩ 𝑃2𝑄1. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄, 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 лежат на одной прямой.

6. Пусть 𝐴𝐵𝐶 равнобедренный треугольник, 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶. Вписанная окружность касает-
ся 𝐴𝐵 в точке 𝐷 и 𝐵𝐶 — в точке 𝐸. Прямая, отличная от 𝐴𝐸 и проходящая через 𝐴,
пересекает вписанную окружность в точках 𝐹 и 𝐺. Прямая 𝐴𝐵 пересекает 𝐸𝐹 и 𝐸𝐺 в
точках 𝐾 и 𝐿 соответственно. Докажите, что 𝐷𝐾 = 𝐷𝐿.


