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Теорема Паскаля
1. Дан вписанныйшестиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Прямые𝐴𝐵 и𝐷𝐸 пересекаются в точке 𝑋 ,

прямые 𝐵𝐶 и 𝐸𝐹 пересекаются в точке 𝑌 , а прямые 𝐶𝐷 и 𝐹𝐴— в точке 𝑍. Рассмот-
рим точку 𝑅 пересечения прямой 𝑋𝑍 с описанной окружностью треугольника 𝐶𝐹𝑍.
(а) Докажите, что точки 𝑅, 𝐵, 𝐶, 𝑋 лежат на одной окружности.
(б) Докажите, что точки 𝑅, 𝐹, 𝐸, 𝑋 лежат на одной окружности.
(в) Докажите, что точки 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 лежат на одной прямой, пользуясь двумя предыду-
щими пунктами.

Поприменяем втупую

2. На окружности в указанном порядке отмечены точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹. Отрезки 𝐴𝐸
и 𝐵𝐹 пересекаются в точке 𝑃, отрезки 𝐵𝐷 и 𝐶𝐸 — в точке 𝑄, а отрезки 𝐴𝐷 и 𝐶𝐹 —
в точке 𝑅. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄, 𝑅 лежат на одной прямой через (а) теорему
Паскаля; (б) изогональное сопряжение.

3. Дана неравнобокая трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷). Произвольная окружность, прохо-
дящая через точки 𝐴 и 𝐵, пересекает боковые стороны трапеции в точках 𝑃 и 𝑄, а
диагонали — в точках 𝑀 и 𝑁. Докажите, что прямые 𝑃𝑄, 𝑀𝑁 и 𝐶𝐷 конкурентны.
(без радосей, пожалуйста)

4. Во вписанном четырёхугольнике𝐴𝐵𝐶𝐷 касательные в точках𝐴 в𝐷 пересекают пря-
мые 𝐵𝐷 и 𝐴𝐶 соответственно в точках 𝑃 и 𝑄. Докажите, что прямые 𝑃𝑄, 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷
пересекаются в одной точке.

5. (Сдаётся целиком, как один пункт)
(а) Сформулируйте синусную теорему Чевы так, чтобы вам не сняли за эту форму-
лировку баллы на всеросе. Сформулируйте синусную теорему Менелая. Тоже хоро-
шо.
(б) Вокруг треугольника 𝐴𝐵𝐶 описана окружность 𝜔. Касательная в точке 𝐴 к 𝜔 пе-
ресекает прямую 𝐵𝐶 в точке 𝐴′. Аналогично определены точки 𝐵′ и 𝐶′. Докажите
используя синусную теорему Менелая, что точки 𝐴′, 𝐵′ и 𝐶′ лежат на одной пря-
мой.
(в) Докажите утверждение предыдущего пункта через теорему Паскаля.

6. Дан вписанный четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝑃,
а диагонали 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷— в точке 𝑄. Касательные к описанной окружности четырёх-
угольника в точках 𝐵 и 𝐶 пересекаются в точке 𝑅, а касательные к этой же окружно-
сти в точках 𝐴 и 𝐷 пересекаются в точке 𝑆. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆 коллине-
арны. (без поляр, пожалуйста)

7. Даны 5 точек на одной окружности. С помощью одной линейки постройте ещё одну
точку этой окружности.

8. Докажите, что точки пересечения диагоналей описанного четырёхугольника и че-
тырёхугольника, образованного точками касания вписанной в этот четырёхуголь-
ник окружности с его сторонами, совпадают.

9. Окружность касается сторон 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точках 𝑃 и 𝑄 соответ-
ственно, а также его описанной окружности. Докажите, что центр 𝐼 вписанной в
треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружности лежит на отрезке 𝑃𝑄.

10. На описанной окружности 𝜔 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана произвольная точка 𝑀, а
𝑃—вообще произвольная. Прямые 𝐴𝑃, 𝐵𝑃 и 𝐶𝑃 вторично пересекают 𝜔 в точках𝐴′,
𝐵′, 𝐶′. Прямые𝑀𝐴′,𝑀𝐵′ и𝑀𝐶′ пересекают соответственные стороны треугольника
𝐴𝐵𝐶 в точках 𝑄, 𝑅, 𝑆. Докажите, что точки 𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆 лежат на одной прямой.

И наконец то, что можно назвать задачами

11. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 высоты 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1 пересекаются в точке 𝐻, а 𝑀 — середина
стороны𝐴𝐶. Точки𝑃 и𝑄—проекции𝐵 на𝑀𝐻 и𝐻 на𝐵𝑀 соответственно. Докажите,
что точка пересечения прямых 𝑃𝐴1 и 𝑄𝐵1 лежит на прямой 𝐴𝐶.

12. На описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 взяли точки 𝑃 и𝑄, середины дуг 𝐴𝐵𝐶
и 𝐵𝐶 соответственно. На прямой 𝑃𝑄 взяли точку 𝑅 так, что 𝐵𝑅 ⟂ 𝐴𝐵.
(а) Докажите, что𝑅 лежит на линиицентров описаннойи вписанной окружностей
треугольника 𝐴𝐵𝐶.
(б) Отметили ещё точку 𝑆, середину дуги 𝐵𝐶𝐴. Докажите, что точка пересечения
прямых 𝐶𝑃 и 𝐵𝑆 тоже лежит на той же линии центров.

13. Хорда 𝐶𝐷 окружности с центром 𝑂 перпендикулярна её диаметру 𝐴𝐵, а хорда 𝐴𝐸
делит пополам радиус 𝑂𝐶. Докажите, что хорда 𝐷𝐸 делит пополам хорду 𝐵𝐶.

14. Биссектрисы углов𝐴и𝐶 треугольника𝐴𝐵𝐶 пересекают описаннуюокружность это-
го треугольника в точках 𝐴0 и 𝐶0 соответственно. Прямая, проходящая через центр
вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 параллельно стороне 𝐴𝐶, пересекается с
прямой 𝐴0𝐶0 в точке 𝑃. Докажите, что прямая 𝑃𝐵 касается описанной окружности
треугольника 𝐴𝐵𝐶.

15. Окружность, вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶, касается его стороны 𝐴𝐶 в точке 𝑃 и
имеет центр 𝐼. Концентрическая с ней окружность пересекает все его стороны. Те
её точки пересечения со сторонами 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶, что ближе к вершине 𝐵 назовём 𝐾 и 𝐿
соответственно. А точки её пересечения со стороной 𝐴𝐶 назовём𝑀 и 𝑁, причём𝑀
ближе к 𝐴, чем 𝑁. Докажите, что прямые 𝐾𝑁, 𝐿𝑀 и 𝐵𝑃 пересекаются в одной точке.


