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Теорема Паскаля
Обсуждаем вместе
ТеоремаПаскаля.Точкипересеченияпротивоположных сторонвписанногошестиуголь-
ника лежат на одной прямой.

Обратная теоремаПаскаля. Если пять вершиншестиугольника лежат на одной окруж-
ности, и точки пересечения противоположных сторон лежат на одной прямой, то и ше-
стая точка тоже лежит на этой окружности.

Как использовать теорему Паскаля? Вписанный шестиугольник, упомянутый в тео-
реме, — замкнутая шестизвенная ломанная, чьи вершины лежат на окружности.

Пронумеруем вершины ломанной от 1 до 6. Пусть

• прямые 12 и 45 пересекаются в точке 7;

• прямые 23 и 56 пересекаются в точке 9;

• прямые 34 и 61 пересекаются в точке 8,

тогда точки 7, 8, 9 лежат на одной прямой.

При это можно «склеивать» точки. Например, если склеить точки 1 и 2, то прямая 12
превратится в касательную к окружности.

Примеры склеивания точек можно посмотреть на чертежах ниже.

Задачи для самостоятельного решения
1. Доказать, что во вписанном четырехугольнике точки пересечения противополож-

ных сторон и точки пересечения касательных в противоположных вершинах лежат
на одной прямой.

2. Даны треугольник 𝐴𝐵𝐶 и некоторая точка 𝑇. Пусть 𝑃 и𝑄—основания перпендику-
ляров, опущенных из точки 𝑇 на прямые𝐴𝐵 и𝐴𝐶 соответственно, a 𝑅 и 𝑆—основа-
ния перпендикуляров, опущенных из точки 𝐴 на прямые 𝑇𝐶 и 𝑇𝐵 соответственно.
Докажите, что точка пересечения прямых 𝑃𝑅 и 𝑄𝑆 лежит на прямой 𝐵𝐶.

3. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка𝑀. Прямые 𝐴𝑀, 𝐵𝑀,𝐶𝑀 пересекают опи-
санную окружность треугольника𝐴𝐵𝐶 в точках𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ соответственно. Докажите,
что главные диагонали шестиугольника, образованного пересечением треугольни-
ков 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴′𝐵′𝐶′, пересекаются в точке𝑀.

4. Окружность, проходящая через вершины 𝐴 и 𝐷 основания трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷, пересе-
кает боковые стороны 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 в точках 𝑃,𝑄, а диагонали— в точках 𝐸, 𝐹. Докажите,
что прямые 𝐵𝐶, 𝑃𝑄, 𝐸𝐹 пересекаются в одной точке.

5. Дан прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 и точка 𝑃. Прямые, проходящие через 𝐴 и 𝐵 и перпен-
дикулярные, соответственно, 𝑃𝐶 и 𝑃𝐷, пересекаются в точке 𝑄. Докажите, что 𝑃𝑄 ⟂
𝐴𝐵.

6. Точка 𝑀 лежит на описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶; 𝑅 — произвольная
точка. Прямые𝐴𝑅, 𝐵𝑅, 𝐶𝑅 пересекают описаннуюокружность в точках𝐴1, 𝐵1, 𝐶1. До-
кажите, что точки пересечения прямых 𝑀𝐴1 и 𝐵𝐶, 𝑀𝐵1 и 𝐶𝐴, 𝑀𝐶1 и 𝐴𝐵 лежат на
одной прямой, проходящей через точку 𝑅.

7. Пусть 𝐴′ — точка, диаметрально противоположная точке 𝐴 в описанной окружно-
сти треугольника𝐴𝐵𝐶 с центром𝑂. Касательная к описанной окружности в точке𝐴′
пересекает прямую 𝐵𝐶 в точке 𝑋 . Прямая 𝑂𝑋 пересекает стороны 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках
𝑀 и 𝑁. Докажите, что 𝑂𝑀 = 𝑂𝑁.

8. Равносторонний треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность 𝛺 и описан вокруг окруж-
ности 𝜔. На сторонах 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 выбраны точки 𝑃 и𝑄 соответственно так, что отрезок
𝑃𝑄 проходит через центр треугольника 𝐴𝐵𝐶. Окружности 𝛤𝑏 и 𝛤𝑐 построены на от-
резках 𝐵𝑃 и 𝐶𝑄 как на диаметрах. Докажите, что окружности 𝛤𝑏 и 𝛤𝑐 пересекаются
в двух точках, одна из которых лежит на𝛺, а другая – на 𝜔.


