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Теорема Брукса
0. Докажите, что связный граф, в котором степени всех вершиннепревосходят 𝑑, мож-

но покрасить в 𝑑 > 2 цветов правильным образом, если
(а) в графе есть вершина, степень которой меньше 𝑑.
(б) в графе есть вершина, удаление которой нарушает связность графа.
(в) в графе есть пара соседних вершин, удаление которых нарушает связность гра-
фа.
(г) в графе есть пара вершин, удаление которых нарушает связность графа.
(д) в графе есть пара несмежных вершин, смежных с какой-то третьей, при этом
удаление вершин не нарушает связности графа.
(е) (Теорема Брукса) В связном графе степени всех вершин не превосходят 𝑑 > 1,
при этом граф не является полным графом и не является нечётным циклом. Дока-
жите, что его вершины можно раскрасить в 𝑑 цветов, чтобы одноцветные вершины
не были соединены ребром.

1. Дан связный граф на 1000 вершинах, степени всех вершин которого не превосхо-
дят 10. Докажите, что на его рёбрах можно расставить стрелки, чтобы каждый про-
стой путь содержал не более 9 рёбер.

2. В стране провели анкетирование, в котором требовалось назвать любимого писате-
ля, художника и музыканта. Оказалось, что каждый упомянутый хоть раз деятель
искусства является любимымровно 𝑘 людьми. Докажите, что всех проанкетирован-
ныхможно разделить на 3𝑘−2 группы так, что в каждой группе любые два человека
имеют совершенно разные вкусы.

3. Докажите, что вершины графа, в котором степень каждой вершиныне более 𝑘, мож-
но раскрасить в 𝑘2 − 𝑘 + 1 цвет так, чтобы ни у какой вершины не было двух одно-
цветных соседей.

4. Вершины графа нельзя раскрасить правильным образом в 𝑑 цветов. Докажите, что
можно выбрать несколько вершин в этом графе, чтобы каждая из выбранных была
соединена хотя бы с 𝑑 из выбранных.

5. Докажите, что из графа можно удалить не более, чем 1/𝑛 часть его рёбер так, чтобы
полученный граф имел правильную раскраску вершин в 𝑛 цветов.

6. Дан связный граф. Известно, что как ни покрась его вершины в 𝑛 цветов, найдется
ребро с концами одного цвета. Докажите, чтоможно так удалить 𝑛(𝑛−1)

2
рёбер, чтобы

граф остался связным.


