
[ЦПМ, кружок по математике, 10 класс] А.С.Штерн

[2021–2022] группа: 10­1 30 сентября 2021 г.

Комбинаторные рекурренты и разложение по базису
1. Любой многочлен степени 𝑛 единственным образом представляется в виде линей-

ной комбинациимногочленов 1, 𝑥, 𝑥(𝑥−1), 𝑥(𝑥−1)(𝑥−2), … , 𝑥(𝑥−1)(𝑥−2) … (𝑥−𝑛+1).

2. Многочлен называется целозначным, если он принимает целые значения при всех
целых значениях аргумента. Многочлен степени n является целозначным тогда и
только тогда, когда он представляется в виде линейной комбинации многочленов

1, 𝑥, 𝑥(𝑥 − 1)
2! , 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

3! , … , 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) … (𝑥 − 𝑛 + 1)
𝑛!

с целыми коэффициентами.

Числа Стирлинга

1. Сколькими способами можно разбить 4-элементное множество на два подмноже-
ства?

2. Сколькими способамиможноразбить 7-элементноемножествона 4подмножества?

ЧислоСтирлинга𝑆𝑘𝑛 равноколичеству способов, которымиможноразбить𝑛-элементное
множество на 𝑘 подмножеств?

3. Найдите 𝑆1𝑛, 𝑆2𝑛, 𝑆𝑛𝑛 .

4. Найдите 𝑆35 .

5. Числа Стирлинга удобно строить в виде треугольника, как мы делаем это при на-
хождениибиномиальныхкоэффициентов.Придумайте рекуррентное соотношение,
позволяющее строить треугольник Стирлинга и постройте первые семь его строк.

6. Докажите равенство

𝑥𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑆𝑘𝑛𝑥(𝑥 − 1) … (𝑥 − 𝑘 + 1).

7. (а) Разложите многочлен с 𝑥𝑝–𝑥 над полем 𝑍𝑝 на неприводимые множители.
(б) Докажите, что при всех простых 𝑝 и всех таких 𝑘, что 1 < 𝑘 < 𝑝 числа Стирлинга
𝑆𝑘𝑝 делятся на 𝑝.

Числа Белла

8. Сколькими способамиможно разбить 4-элементноемножество на непересекающи-
еся подмножества?

Число Белла 𝐵𝑛 равно количеству способов, которыми можно разбить 𝑛-элементное
множество на непересекающиеся подмножества.



9. Докажите рекуррентное соотношение:

𝐵𝑛+1 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝐶𝑖
𝑛𝐵𝑖.

10. Найдите 7.

11.* Докажите сравнение Тушара: 𝐵𝑛+𝑝 ≡ 𝐵𝑛+1 + 𝐵𝑛 (mod 𝑝) при всех простых 𝑝 и всех
натуральных 𝑛.

Это не просто задачка, а достаточно серьёзный математический факт. Но, мо-
жет быть, кому-то удастся придумать несложное решение.


