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Обратные остатки

1. (a) Рассмотрим целое число 𝑎 и простое 𝑝 такие, что (𝑎, 𝑝) = 1. Докажите, что в
последовательности

0 ⋅ 𝑎, 1 ⋅ 𝑎, 2 ⋅ 𝑎, … , (𝑝 − 1) ⋅ 𝑎

все числа дают разные остатки при делении на 𝑝.
(b) Рассмотрим целое число 𝑎 и натуральное 𝑛 такие, что (𝑎, 𝑛) = 1. Пусть 𝑎1, 𝑎2,
…, 𝑎𝑘—остатки по модулю 𝑛 взаимно простые с 𝑛. Докажите, что в последователь-
ности

𝑎1 ⋅ 𝑎, 𝑎2 ⋅ 𝑎, … , 𝑎𝑘 ⋅ 𝑎

все числа дают разные остатки при делении на 𝑛.
(c) Найдите необходимое и достаточное условие на числа 𝑎 и 𝑛, чтобы существо-
вал единственный остаток 𝑥 такой, что 𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑛).

2. Выведите из предыдущей задачи
(a) теорему Вильсона: если 𝑝—простое, то (𝑝 − 1)! ≡ −1 (mod 𝑝);
(b) теорему Эйлера: если (𝑎, 𝑛) = 1, то 𝑎𝜑(𝑛) ≡ 1 (mod 𝑛); в частности, для просто-
го 𝑝 > 2 выполнено сравнение 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) (малая теорема Ферма).

3. Пусть 𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑝 — конечная арифметическая прогрессия с разностью, не крат-
ной 𝑝. Докажите, что существует 𝑘 такое, что 𝑎𝑘 + 𝑎1𝑎2 …𝑎𝑝 делится на 𝑝2.

4. Пусть 𝑝 > 3—простое число.
(a) Преобразуем сумму

1
1 +

1
2 + … + 1

𝑝 − 1
в дробь𝑚/𝑛. Докажите, что𝑚 делится на 𝑝.
(b) Преобразуем сумму

1
1 +

1
22 +

1
32 + … + 1

(𝑝 − 1)2

в дробь𝑚/𝑛. Докажите, что𝑚 делится на 𝑝.
(c) Преобразуем сумму

1
1 +

1
2 +

1
3 + … + 1

𝑝 − 1
в дробь𝑚/𝑛. Докажите, что𝑚 делится на 𝑝2.
(d) Теорема Вольстенхольма. Докажите, что выполняется сравнение

𝐶𝑝
2𝑝 ≡ 2 (mod 𝑝3).



5. Пусть 𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑘 — остатки по модулю 𝑛 взаимно простые с 𝑛.
(a) Докажите, что 𝑎1𝑎2 …𝑎𝑘 ≡ ±1 (mod 𝑛).
(b) Докажите, что

𝑎1𝑎2 …𝑎𝑘 ≡ {−1 (mod 𝑛), если 𝑛 = 4, 𝑝𝛼, 2𝑝𝛼;
1 (mod 𝑛) иначе.


