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Поворотная гомотетия
Определение.Поворотной гомотетией с коэффициентом 𝑘 и углом 𝜑 (𝑘 > 0, 0 ⩽ 𝜑 < 2𝜋)
называется композиция гомотетии с коэффициентом 𝑘 и поворота на угол 𝜑, имеющих
общий центр.

1. (a) Выразите функцию 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ ℂ, задающую поворотную гомотетию комплекс-
ной плоскости относительно точки 𝑎 с коэффициентом 𝑘 и углом 𝜑.
(b) Докажите, что композицию двух поворотных гомотетий — это поворотная го-
мотетия.

2. (a) Прямые 𝐴𝐵 и 𝐴1𝐵1 пересекаются в точке 𝑃, причем все точки 𝐴, 𝐵, 𝐴1, 𝐵1, 𝑃 раз-
личны. Докажите, что существует единственная поворотная гомотетия, переводя-
щая точку 𝐴 в 𝐴1, а 𝐵 в 𝐵1, причем её центром является точка пересечения описан-
ных окружностей треугольников 𝐴𝐴1𝑃 и 𝐵𝐵1𝑃.
(b) Докажите, что центр поворотной гомотетии, переводящей отрезок𝐴𝐵 в отрезок
𝐴1𝐵1, совпадает с центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок 𝐴𝐴1 в отре-
зок 𝐵𝐵1.
(c) (ТочкаМикеля)Изпредыдущихпунктов выведите, что если данычетыре пря-
мые общего положения, тогда описанные окружности четырех треугольников, об-
разованных этими прямыми, пересекаются в одной точке.

3. Стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 четырехугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекаются в точке 𝐸. Точка𝑀— се-
редина 𝐴𝐵, 𝑁 — середина 𝐶𝐷. Докажите, что центры описанных окружностей тре-
угольников 𝐵𝐶𝐸, 𝐴𝐷𝐸 и𝑀𝑁𝐸 лежат на одной прямой.

4. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 пересекаются в точках 𝐴 и 𝐵. Через точку 𝐴 проведены две пря-
мые, пересекающие окружности в точках в 𝑃1 и 𝑃2,𝑄1 и𝑄2 соответственно. Докажите,
что угол между окружностями равен углу между 𝑃1𝑃2 и 𝑄1𝑄2 (угол между окружно-
стями равен углу между касательными, проведенными в их общей точке).

5. Боковые стороны 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 повернуты около своих середин на угол
90∘ против часовой стрелки, после чего они занимают положение 𝐴1𝐷1 и 𝐵1𝐶1. До-
кажите, что 𝐴1𝐵1 = 𝐶1𝐷1.

6. На стороне𝐴𝐵 треугольника𝐴𝐵𝐶 выбрана точка𝐷. Описаная окружности треуголь-
ника𝐵𝐶𝐷 вторичнопересекает окружности, проходящуючерез точки𝐴и𝐷 икасаю-
щуюся прямой𝐶𝐷, в точке𝐾. Точка𝑀—середина 𝐵𝐶,𝑁—середина𝐴𝐷. Докажите,
что точки 𝐵,𝑀,𝑁 и 𝐾 лежат на одной окружности.


