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Теория чисел. Обратимые элементы.
1. Отметим на бумаге произвольным образом 𝑝 − 1 точку, где 𝑝 — некоторое про-

стое число. Каждой точке сопоставим какой-то ненулевой остаток при делении на
𝑝. Проведём из остатка 𝑘 стрелочку в остаток 𝑘𝑎.
(a) Убедитесь, что из каждой точки выходит одна стрелочка, и в каждую точку вхо-
дит одна стрелочка.Поймите, что тогда все точкиразбиваютсянациклическиемарш-
руты.
(b) Докажите, что у всех циклических маршрутов одна и та же длина, и она делит
𝑝 − 1.
(c) Выведите отсюда малую теорему Ферма.

Определение. Вычет 𝑎 по модулю 𝑚 называется обратимым, когда существует такой
вычет 𝑏 по модулю𝑚 что 𝑎 ⋅ 𝑏 ≡ 1 mod 𝑚. Остаток 𝑏 называется обратным остатка 𝑎.

2. Будем смотреть всё по модулю𝑚.
(a) Докажите, что существует не более двух обратных остатков.
(b) Какие вычеты обратимы по модулю𝑚?

3. (a) (Теорема Вильсона) Пусть 𝑝— некоторое простое число. Докажите, что (𝑝 −
1)! ≡

𝑝
−1.

(b) (Обратная теорема Вильсона) Докажите, что если (𝑛 − 1)! ≡
𝑛
−1, то число 𝑛—

простое.

4. Пусть числа𝑝и𝑝+2 являются простымичислами-близнецами. Докажите, что спра-
ведливо 4((𝑝 − 1)! + 1) + 𝑝 ≡

𝑝2+2𝑝
0.

5. Пусть 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘 — все остатки при деление на 𝑛, такие, что у каждого из них есть
обратный остаток.
(a) Докажите, что 𝑎1𝑎2 ⋅ … ⋅ 𝑎𝑘 ≡𝑛 ±1;
(b) (Обобщение Гаусса теоремы Вильсона) Докажите, что

𝑎1𝑎2 ⋅ … ⋅ 𝑎𝑘 ≡ {−1 (mod 𝑛), 𝑛 = 4, 𝑝𝛼, 2𝑝𝛼 ;
1 (mod 𝑛), 𝑛 ≠ 4, 𝑝𝛼, 2𝑝𝛼 .

6. (a) Преобразуем сумму 1
1
+ 1

2
+…+ 1

100
в дробь 𝑚

𝑛
. Докажите, что𝑚 делится на 101.

(b) Преобразуем сумму

1 + 1
22 +

1
32 + … + 1

(𝑝 − 1)2
в дробь 𝑚

𝑛
. Докажите, что𝑚 делится на 𝑝.

(c) Преобразуем сумму

1 + 1
2 +

1
3 + … + 1

𝑝 − 1



в дробь 𝑚
𝑛
. Докажите, что𝑚 делится на 𝑝2.

(d) (Теорема Вольстенхольма) Докажите, что для любого простого числа 𝑝 > 3
выполняется сравнение

𝐶𝑝
2𝑝 ≡ 2 (mod 𝑝3).


